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摘要：对于正整数 ，我们定义 ，其中 表示 n的所有𝑛 𝑓(𝑛) = 𝛿(𝑛)
𝑛 𝛿(𝑛)

正约数之和。根据文献， 是积性函数，但不是完全积性函数。𝛿(𝑛)

设正整数 ，若存在另一个正整数 p使得𝑛，𝑓(𝑛) = 𝑚

则称正整数 n为友谊数，反之则称 n为孤独数。𝑓(𝑝) = 𝑓(𝑛) = 𝑚，

利用这一引理以及由此得出的 的一般计算公式，本文用初等方𝛿(𝑛)

法讨论了素因子个数为 1和 2的数是孤独数还是友谊数的判定，不

定方程 f(x)=nf(y)解的构造方法，讨论了 函数值的有界性并初𝑓(𝑛)

步探究其分布，估计了友谊数在正整数集中的密率。

Title: Several problems about Function f(n)=Delta(n)/n

Abstract：For positive integer n, we define f (n) = Delta 

(n) / n, where Delta (n) represents the sum of all positive 

divisors of n. According to literature, Delta (n) is a 

product function, but not a complete product function. Let 

n be a positive integer，and f (n) = m. If there is another 

positive integer P such that f (p) = f (n) = m, then n is a 

friendly number and if not，then n is a lonely number. 

Using this lemma and the general formula for calculating 

delta(n) derived from it, this paper uses elementary 

methods to discuss whether the number of prime factors 1 

and 2 is a lonely number or a friendly number. The 
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construction method of the solution of indefinite equation 

f(x)=nf(y) is discussed. The boundedness of the value of 

f(n) function is discussed and its distribution is 

preliminarily explored, and the friendly number is 

estimated in positive integer. Density in the number set of 

friendly number is estimated.

关键词：约数和、积性函数、不定方程、数列
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一、引理

约数和函数是一类很早提出的数论函数，由此衍生出来许多数论函数。对于约

数和函数δ(n)，已经有一些研究成果，例如：

【引理 1】如果 m、n互质，那么δ(mn)=δ(m)δ(n). ]1[

意即δ(n)为积性函数，由此可得：

【引理 2】如果 m、n互质，那么 f(mn)=f(m)f(n).
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但是当 m、n不互质时，以上结论不成立，也就是说 f(n)不是完全积性函数。

根据这一性质，我们可以推导出约数和的计算公式：

【引理 3】如果正整数 n 可以被分解成 n= （其中𝑝1
𝑚1 × 𝑝2

𝑚2 × ⋯𝑝𝑟
𝑚𝑟

），那么𝑝1，𝑝2，⋯𝑝𝑟为不同的质数，𝑚1，𝑚2，⋯𝑚𝑟为正整数

δ(n)= .
𝑝1

𝑚1 + 1
‒ 1

𝑝1 ‒ 1 ×
𝑝2

𝑚2 + 1
‒ 1

𝑝2 ‒ 1 × ⋯
𝑝𝑟

𝑚𝑟 + 1
‒ 1

𝑝𝑟 ‒ 1

二、孤独数与友谊数的判定

【定义】设正整数 ，若存在另一个正整数 p 使得𝑛，𝑓(𝑛) = 𝑚

则称正整数 n 为友谊数，反之则称 n 为孤独数。𝑓(𝑝) = 𝑓(𝑛) = 𝑚，

【定理 1】在正整数集中，存在无穷多个孤独数。

【证明】考察正整数集内所有素数。

取任意素数 p，则有 ，
𝑓(𝑝) = 𝑝 + 1

𝑝 = 1 + 1
𝑝

假设存在正整数 q,使得
𝑓(𝑞) = 𝑝 + 1

𝑝

由观察可知， 一定能被 整除.𝑞 𝑝

1°
当𝑞中只含有素因数𝑝，

可设 .𝑞 = 𝑝𝑠

那么
𝛿(𝑞) = 1 + 𝑝 + 𝑝2 + ⋯ + 𝑝𝑠

𝑝𝑠 = 1 + 1
𝑝 + 1

𝑝2 + ⋯ 1

𝑝𝑠 > 1 + 1
𝑝

矛盾，所以此时没有满足条件的 q.

2˚当 q 中还含有其他因数，

可设 q=p×t.

那么δ(q)≥ >1+
q

qtp 1
p
1

矛盾，所以此时没有满足条件的 q.

综合上述，所有的质数均为孤独数，所以孤独数存在无穷多个。

进一步地，我们还可以得出所有质数幂也都是孤独数。

取任意素数幂 （其中 p是质数，q是正整数）𝑝𝑞

则有
𝛿(𝑞) = 1 + 𝑝 + 𝑝2 + ⋯ + 𝑝𝑞

𝑝𝑞

这一定是一个既约分数，因为 ,与 p互质1 + 𝑝 + 𝑝2 + ⋯ + 𝑝𝑞 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑝)

假设存在正整数 m，使得𝑓(𝑚) = 𝑓(𝑝𝑞)
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那么 一定整除m𝑝𝑞

可设 (其中 s不含质因数 p,r为自然数)𝑚 = 𝑠 × 𝑝𝑞 + 𝑟

则 f(m)= (当且仅当 s=1 且 r=0 时，等号全部成立)
𝑓(𝑝𝑞 + 𝑟) × 𝑓(𝑠)

𝑠 × 𝑝𝑞 + 𝑟 ≥ 𝑓(𝑝𝑞 + 𝑟)

𝑝𝑞 + 𝑟 ≥ 𝑓(𝑝𝑞)

𝑝𝑞

也即 m= ，所以不存在满足条件的 m。𝑝𝑞

进而，所有质数幂都是孤独数。

实际上，目前更好的结果是：满足δ(n)与 n 互质的都是孤独数。这个结论的证

明如下：

正整数 n 满足(δ(n)，n)=1，

f(n)= ，是一个既约分数
𝛿(𝑛)

𝑛

假设存在一个与 n 不同的正整数 m，

使得 .          (1)
𝛿(𝑛)

𝑛 = 𝛿(𝑚)
𝑚

由(1)式观察可知，m 是 n 的整数倍

不妨设 m=kn（k 为大于 1 的正整数）

f(m)=f(kn) > =f(n)≥  𝑘𝛿(𝑛) + 1
𝑘𝑛

𝛿(𝑛)
𝑛

矛盾！所以不存在满足条件的 m，因此 n 是孤独数。

目前，判断一个正整数是友谊数还是孤独数是困难的，还有很多数无法确定是

友谊数还是孤独数，例如 2p(p 是大于 3 的质数)型的数性质未定。利用参考文

献[1]中方法不做改进可以得出更广的结论.

【定理2】在正整数集中，判断2p(p是大于3的质数)是否是一个孤独数，那么满

足f(n)=f(2p)的n值只需在集合Q3={n|n=p×(6k-1)，k∈N+}和Q4={n|n=p×(6k+1)，

k∈N+}中寻找。若在Q3和Q4中都不存在这样的n 值满足上式，则说明2p是个

孤独数; 反之若在Q3或Q4中找到这样的n值使得n满足上式，则说明2p不是一个

孤独数。 

【证明】f(2p)=
1 + 2 + 𝑝 + 2𝑝

2𝑝 = 3 + 3𝑝
2𝑝

假设存在正整数n，满足f(n)=f(2p),

因为p是奇数，所以2|3+3p，

而p是大于3的质数，因此(3+3p,2p)=2

由此可知，n一定是p的倍数.
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下面分n是p的奇数和偶数倍进行分类讨论：

当n为p的偶数倍，不妨设 (K是正整数)1° 𝑛 = 𝑝 × (2𝐾 + 2)

⑴当3|n时，则 n， n， n，n都是n的约数
1
2

1
3

1
𝑝

所以f(n)> + = > ,与条件不符
1 +  12 + 1

3 1
 𝑝

11𝑝 + 6
6𝑝

9𝑝 + 9
6𝑝

⑵当3 n时，则2K+2=2(3k-1)或2(3k+1)∤

I.当2|3k-1，即k是奇数

则 n， n， n， n都是n的约数
1
2

1
4

1
𝑝

1
2𝑝

，与条件不符
𝛿(𝑛)

𝑛 ‒ 1 > 1
2 + 1

4 + 1
𝑝 + 1

2𝑝 = 3𝑝 + 5
4𝑝 > 𝑝 + 3

2𝑝

II.当2 3k-1，即k是偶数∤

①当k=2，n=6p

𝑓(𝑛) =  

22 ‒ 1
2 ‒ 1

×
32 ‒ 1
3 ‒ 1

×
𝑝2 ‒ 1
𝑝 ‒ 1

6𝑝
=

3 × 4 × (𝑝 + 1)
6𝑝

=
2(𝑝 + 1)

𝑝
>

3 + 3𝑝
2𝑝

= 𝑓(2𝑝)

②当k为大于2的偶数，那么3k-1为素数或奇合数

a. 当3k-1为素数，n=2p(3k-1)

𝛿(𝑛) =
22 ‒ 1
2 ‒ 1

×
𝑝2 ‒ 1
𝑝 ‒ 1

×
(3𝑘 ‒ 1)2 ‒ 1
(3𝑘 ‒ 1) ‒ 1

= 9𝑘(𝑝 + 1)

f(n)= 9𝑘(𝑝 + 1)
2𝑝(3𝑘 ‒ 1) = 𝑓(2𝑝) = 3𝑝 + 3

2𝑝

化简得： ,该方程无解，所以此时没有符合条件的n.
3𝑘

3𝑘 ‒ 1 = 1

b. 当3k-1为合数，
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根据算术基本定理，可设n= ,2 × 𝑝
𝑚2 × 𝑝3

𝑚3 × ⋯𝑝𝑟
𝑚𝑟

则f(n)= =
 

21 + 1 ‒ 1
2 ‒ 1 × 𝑝

𝑚2 + 1
‒ 1

𝑝 ‒ 1 × ⋯
𝑝𝑟

𝑚𝑟 + 1
‒ 1

𝑝𝑟 ‒ 1

2 × 𝑝
𝑚2 × 𝑝3

𝑚3 × ⋯𝑝𝑟
𝑚𝑟

3 + 3𝑝
2𝑝

化简得：(
𝑝 + ∑𝑚2 ‒ 1

𝑖 = 0
1

𝑝𝑖) × (1 + ∑𝑚3
𝑖 = 1

1

𝑝3
𝑖) × ⋯ × (1 + ∑𝑚𝑟

𝑖 = 1
1

𝑝𝑟
𝑖) = 𝑝 + 1

,后面每一项都 ，
𝑝 + ∑𝑚2 ‒ 1

𝑖 = 0
1

𝑝𝑖 ≥ 𝑝 + 1 ≥ 1

所以(
𝑝 + ∑𝑚2 ‒ 1

𝑖 = 0
1

𝑝𝑖) × (1 + ∑𝑚3
𝑖 = 1

1

𝑝3
𝑖) × ⋯ × (1 + ∑𝑚𝑟

𝑖 = 1
1

𝑝𝑟
𝑖) ≥ 𝑝 + 1

（当且仅当 ）𝑚2 = 1，𝑚3 = 𝑚4 = ⋯ = 𝑚𝑟 = 0时等号成立

III.当2|3k+1，与情况I类似.

IV.当2 3k+1，即k是偶数，3k-1为素数或奇合数∤

a.当3k+1为素数，n=2p(3k+1)

𝛿(𝑛) =
22 ‒ 1
2 ‒ 1

×
𝑝2 ‒ 1
𝑝 ‒ 1

×
(3𝑘 + 1)2 ‒ 1
(3𝑘 + 1) ‒ 1

= 3 × (𝑝 + 1) × (3𝑘 + 2)

f(n)= 3 × (𝑝 + 1) × (3𝑘 + 2)
2𝑝(3𝑘 + 1) = 𝑓(2𝑝) = 3𝑝 + 3

2𝑝

化简得： ,该方程无解，所以此时没有符合条件的n.
3𝑘 + 1
3𝑘 + 2 = 1

b.当3k+1为合数，与情况②类似.

至此，当n为p的偶数倍时的情况已经全部讨论完毕，此时没有符合条件的n.

当n为p的奇数倍，不妨设 (K是正整数)2° 𝑛 = 𝑝 × (2𝐾 + 1)

令集合Q1={n|n=2k+1，k∈N+}

⑴当3|n，令Q2={n|n=p(6k-3)=3p(2k-1)，k∈N+} Q1⊂

I.当k=1时，n=3p，则 =4(p+1)𝛿(𝑛) = 32 ‒ 1
3 ‒ 1 × 𝑝2 ‒ 1

𝑝 ‒ 1
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f(n)= (2p)，不符合条件
 4(𝑝 + 1)

3𝑝 ≠ 𝑓

II. 当k=2时，n=9p

III.当k 3，则2k-1可能为素数或奇合数≥

a. 当2k-1为素数

①当2k-1是与p不同的素数

则
𝛿(𝑛) = 32 ‒ 1

3 ‒ 1 × 𝑝2 ‒ 1
𝑝 ‒ 1 × (2𝑘 ‒ 1)2 ‒ 1

(2𝑘 ‒ 1) ‒ 1 = 8𝑘(𝑝 + 1)

所以f(n)= 8𝑘(𝑝 + 1)
3𝑝(2𝑘 ‒ 1) = 𝑓(2𝑝) = 3 + 3𝑝

2𝑝

化简解得k= ，不符合条件. 12

②当2k-1=p，n=3𝑝2

则 =4(𝛿(𝑛) = 32 ‒ 1
3 ‒ 1 × 𝑝3 ‒ 1

𝑝 ‒ 1 𝑝2 + 𝑝 + 1)

所以
𝑓(𝑛) =

4(𝑝2 + 𝑝 + 1)
3𝑝2 = 𝑓(2𝑝) = 3 + 3𝑝

2𝑝

化简得： ，不符合条件𝑝2 + 𝑝 ‒ 8 = 0

b. 当2k-1为奇合数,

根据算术基本定理，可设n= ,3
𝑚1 × 𝑝

𝑚2 × 𝑝3
𝑚3 × ⋯𝑝𝑟

𝑚𝑟

则f(n)= =
 

3
𝑚1 + 1

‒ 1
3 ‒ 1 × 𝑝

𝑚2 + 1
‒ 1

𝑝 ‒ 1 × ⋯
𝑝𝑟

𝑚𝑟 + 1
‒ 1

𝑝𝑟 ‒ 1

3
𝑚1 × 𝑝

𝑚2 × 𝑝3
𝑚3 × ⋯𝑝𝑟

𝑚𝑟
3 + 3𝑝

2𝑝

化简得：(
1
3 + 1

3
𝑚1 + 2) × (𝑝2 ‒ 𝑝

𝑝
𝑚2) × ⋯ × (1 + ∑𝑚𝑟

𝑖 = 1
1

𝑝𝑟
𝑖) = 2(𝑝 ‒ 1)

因为
8

27
≤

1
3

+
1

3
𝑚1 + 2

<
1
3

,𝑝2 ‒
𝑝

𝑝
𝑚2

> 𝑝2 ‒ 1
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所以有 （ ）
8

27 × 𝑝2 ‒ 1 ×（1 + 1
𝑝3
） × ⋯ ×（1 + 1

𝑝𝑟
）≤ 2(𝑝 ‒ 1)

但是 ，矛盾！所以此时没有符合条件的n.
8

27 ×（𝑝 + 1）> 2

⑵当n∈Q1且3 n时，∤

令Q3={n|n=p×(6k-1)，k∈N+}，Q4={n|n=p×(6k+1)，k∈N+}

则 n，∀𝑛 ∈ 𝑄3,𝑄4,有3∤

I.当n=p(6k-1)时，

a. 当6k-1为素数，

①当6k-1=p，则n= ，𝑝2

有
𝑓(𝑛) = 1 + 𝑝 + 𝑝2

𝑝2 = 3 + 3𝑝
2𝑝 = 𝑓(2𝑝)

化简得： 解得p=1，不符合条件𝑝2 + 𝑝 ‒ 2 = 0,

②当6k-1为与p不同的素数，n=p(6k-1)

则f(n)= =f(2p) 6𝑘(𝑝 + 1)
𝑝(6𝑘 ‒ 1) = 3𝑝 + 3

2𝑝

化简得： ，不符合条件.
2𝑘

6𝑘 ‒ 1 = 1
2，解得𝑘 = 1

2

b. 当6k+1为素数，

①当6k+1=p，与a. ①类似.

②当6k+1为与p不同的素数，n=p(6k+1)

则f(n)= =f(2p) (6𝑘 + 2)(𝑝 + 1)
𝑝(6𝑘 + 1) = 3𝑝 + 3

2𝑝

化简得： ，不符合条件.
6𝑘 + 2
6𝑘 + 1 = 3

2，解得𝑘 = 1
18

至此所有情况讨论完毕，分类讨论步骤大致示意如下：
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正整数

p的奇数倍
，

能被3整除
k=1,2

k3

2k-1是素
数

2k-1是奇
合数

不能被3整
除

n=p(6k-1),

6k-1为素
数

6k-1为奇
合数

n=p(6k+1),

p的偶数倍
，

不能被3整
除

n=2p(3k-1),

3k-1为偶
数

3k-1为奇
数

3k-1为素
数

3k-1为奇
合数

n=2p(3k+1),

3k+1为偶
数

3k+1为奇
数

3k+1为素
数

3k+1为奇
合数

能被3整除

另外考察形如3p的自然数：

【定理3】若3p是友谊数，那么p一定是6k-1（k是正整数）型的素数。

【证明】f(3p)=
1 + 3 + 𝑝 + 3𝑝

3𝑝 = 4 + 4𝑝
3𝑝

 ∵ (4 + 𝑝,𝑝) = 1 ∴ (4 + 4𝑝,𝑝) = 1

要使3p不是孤独数，则（4+4p，3p） 1>

所以只有3|4+4p，而p=6k-1或6k+1（k为正整数）

因此p=6k-1（k为正整数）

由此，我们可以确定形如3（6k+1）（其中6k+1是质数）的数都是孤独数.

对于形如3（6k-1）（其中6k-1是质数）的数，类似【定理2】，我们可以得出以

下结论：
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【定理3】在正整数集中，判断3p(p是大于3的质数)是否是一个孤独数，那么满

足f(n)=f(3p)的n值只需在集合Q={n|n=p×(2k+1),2k+1为合数且3 2k+1}中寻找.若∤

在Q中都不存在这样的n值满足上式，则说明3p是个孤独数; 反之若在Q中找到

这样的n值使得n满足上式，则说明3p不是一个孤独数.

【证明】 f(3p)=
1 + 3 + 𝑝 + 3𝑝

3𝑝 = 4 + 4𝑝
3𝑝

 ∵ (4 + 𝑝,𝑝) = 1 ∴ (4 + 4𝑝,𝑝) = 1

所以n为p的整数倍，不妨设n=Kp（K为正整数）

1 n为p的偶数倍，设n=(2k+2)p（k为正整数）°

⑴当3|2k+2时，

f(n)> + = ，不符合条件.1 + 1
2 + 1

3 + 1
𝑝

1
2𝑝 + 1

3𝑝
11𝑝 + 11

6𝑝 > 4 + 4𝑝
3𝑝

⑵当3 2k+2时，n=2p(k+1)∤

I.当k+1为质数时，

f(n)= =

22 - 1

2 - 1
×

p
2 - 1

p - 1
×

(𝑘 + 1)2 - 1

(𝑘 + 1) - 1

2p(𝑘 + 1)
3(𝑝 + 1)(𝑘 + 2)

2𝑝(𝑘 + 1) = 4 + 4𝑝
3𝑝

化简得： ，解得k=-10，不符合要求.
3(𝑘 + 2)
2(𝑘 + 1) = 4

3

II.当k+1不为质数时，

根据算术基本定理，可设𝑛 = 2𝛼 × 𝑝𝛽 × 𝑝1
𝛼1 × 𝑝2

𝛼2 × ⋯ × 𝑝𝑟
𝛼𝑟

(其中𝑝,𝑝1,𝑝2,⋯,𝑝𝑟是互不相同的奇质数，𝛼，𝛽，𝛼1，𝛼2，⋯，𝛼𝑟是正整数.)

𝛿(𝑛) =
2𝛼 + 1 ‒ 1

2 ‒ 1
×

𝑝𝛽 + 1 ‒ 1
𝑝 ‒ 1

×
𝑝1

𝛼1 + 1
‒ 1

𝑝1 ‒ 1
× ⋯ ×

𝑝𝑟
𝛼𝑟 + 1

‒ 1

𝑝𝑟 ‒ 1

所以
𝑓(𝑛) =

2𝛼 + 1 ‒ 1
2 ‒ 1 × 𝑝𝛽 + 1 ‒ 1

𝑝 ‒ 1 ×
𝑝1

𝛼1 + 1
‒ 1

𝑝1 ‒ 1 × ⋯ ×
𝑝𝑟

𝛼𝑟 + 1
‒ 1

𝑝𝑟 ‒ 1

2𝛼 × 𝑝𝛽 × 𝑝1
𝛼1 × 𝑝2

𝛼2 × ⋯ × 𝑝𝑟
𝛼𝑟
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=(1+ ) ( 1+ )=
∑𝛼

𝑖 = 1
1

2𝑖 ×
∑𝛽

𝑖 = 1
1

𝑝𝑖) × ( 1 + ∑𝛼1
𝑖 = 1

1

𝑝1
𝑖) × ⋯ × (1 + ∑𝛼𝑟

𝑖 = 1
1

𝑝𝑟
𝑖  4 + 4𝑝

3𝑝

化简得:(3+ ) (p+1+ ) )=4(1+p)
3
2 + ∑𝛼

𝑖 = 2
3

2𝑖 × ∑𝛽 ‒ 1
𝑖 = 1

1

𝑝𝑖
 × ⋯ × (1 + ∑𝛼𝑟

𝑖 = 1
1

𝑝𝑟
𝑖

3+  p+1+ ,后面每一项都大于1, 该等式不成立.
3
2 + ∑𝛼

𝑖 = 2
3

2𝑖 > 4, ∑𝛽 ‒ 1
𝑖 = 1

1

𝑝𝑖 ≥ 𝑝 + 1

2 当n为p的奇数倍时，设n=(2k+1)p（k为正整数）°

⑴当3|2k+1时，

则f(n) = (等号当且仅当k=1时成立，此时n=3p)≥ 1 + 1
3 + 1

𝑝 + 1
3𝑝

4 + 4𝑝
3𝑝

不符合要求.

⑵当3 2k+1时，∤

①当2k+1为质数时，

f(n)= = ,化简得： ,解得k=1,
(2𝑘 + 2)(𝑝 + 1）

(2𝑘 + 1)𝑝  4 + 4𝑝
3𝑝

2𝑘 + 2
2𝑘 + 1 = 4

3

此时n=3p，不符合要求.

故在正整数集中，判断3p(p是大于3的质数)是否是一个孤独数，那么满足f(n)

=f(3p)的n值只需在集合Q={n|n=p×(2k+1),2k+1为合数且3 2k+1}中寻找.∤

讨论思路与【定理2】类似.

如果在形如pq（其中p、q均为奇质数， ）的数中，𝑝 < 𝑞 𝑝∤𝑞 + 1,

那么 =1,pq一定是孤独数。（𝑝𝑞，1 + 𝑝 + 𝑞 + 𝑝𝑞）

【定理4】如果pq（其中p、q均为奇质数， ）是友谊数，那么满足f（n）𝑝 < 𝑞

=f（pq）的不同于pq的正整数n一定满足n=s （其中 ，× 𝑞𝛼 𝛼是不小于2的正整数

s满足f（s） ）.< 1 + p

p

【证明】假设f（n）=f（pq）
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f(pq)= 因为pq是友谊数，所以（ ）
1 + 𝑝 + 𝑞 + 𝑝𝑞

𝑝𝑞 , 1 + 𝑝 + 𝑞，pq > 1

而（𝑞，1 + 𝑝 + 𝑞 + 𝑝𝑞） = （𝑝,1 + 𝑞） > 1

所以p|1+q，不妨设1+q=Mp（M为正整数）

f(pq)=
（1 + p）（1 + q）

𝑝𝑞 =
M（1 + p）

q

1 当M为q的整数倍时，不妨设M=mq（m为正整数）°

则1+q=mpq，即q=
1

mp - 1

因为q为正整数，所以mp=2，但p为奇质数，矛盾！这种情况不可能.

2 当M不为q的整数倍时，那么M与q互质, f(pq)= 为既约分数.°
M（1 + p）

q

所以n为q的整数倍，不妨设n=rq（r为正整数）

⑴当r与q互质时，

f(n)=f(r)f(q)= = ，即f（r）=
𝑞 + 1

𝑞 × 𝑓(𝑟)  （1 + p）（1 + q）

𝑝𝑞
1 + p

p

而p为质数，根据上文已证结论，p是孤独数.

所以此时没有符合条件的n.

⑵当r与q不互质时，即r为q的整数倍

可设r=s （s与q互质， ）× q
𝛼 𝛼为正整数

则n= s ，f（n）= = (s)=× q
𝛼 + 1

𝛿（s） ×
q

𝛼 + 2 - 1

q - 1

s × q
𝛼 + 1 （1 + ∑𝛼 + 1

𝑖 = 1
1

qi） × 𝑓  （1 + p）（1 + q）

𝑝𝑞

，所以 (s) .
1 + ∑𝛼 + 1

𝑖 = 1
1

qi
> 1 + q

q 𝑓 < 1 + p

p

三、函数值之间的倍数关系与函数值的上下界
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【定义】若一个正整数除它本身以外的约数和等于它本身，那么称这个正整数

为完全数。

【定理 5】方程 f(x)=2f(y)有无数组正整数解。

【证明】由引理，有 f(x)=f(n)f(y)=f(ny)（其中 n,y 互质）

所以我们只需保证 f(n)=2.

根据文献[2]，符合 f(n)=2的所有数都被称为完全数。

该方程的一组通解如下所示：

x=nk，y=k，其中 n是完全数，k是与 n互质的正整数。

虽然我们目前不能证明完全数有无穷多个，但我们知道质数有无穷多个，因此

仍然可以说明方程有无数组解。

在 1~100000 内，满足 f(n)=3的正整数 n有 120 和 672，满足 f(n)=4的正整数 n

有 30240 和 32760，运用相似的方法，同样可以通过构造证明方程 f(x)=3f(y)和

f(x)=4f(y)有无穷多组解。而目前根据文献[4]，更好的结果是存在 n 使得 f（n）

=8，但即便是其中最小的也非常大。

于是关于该函数值倍数的问题，转化为以下的问题：

对于任意正整数 p，是否都存在至少一个正整数 n，使得 f(n)=p？

目前我们可以得出以下结论：

【定理 6】函数 的取值没有上界，存在最大下界 1.𝑓(𝑛) = 𝛿(𝑛)/𝑛

【证明】考察数列{ n！，n 为正整数} 

f(n!) > 1 + 1
2 + 1

3 + ⋯1
𝑛

根据文献[3],调和级数 具有发散性，当 n 很大时，有个近似公式：1+∑∞
1

1
𝑛

 =γ+
1
2 + 1

3 + ⋯1
𝑛 ln 𝑛

(γ是欧拉常数，约为 0.57721566490153286060651209...)

因此函数 f(n)=δ(n)/n 的取值没有上界。

而当 n 取充分大的质数时，f（n）无限趋近于 1.

但是 f（n） 因此 f（n）的最大下界为 1.> n

n
= 1,

至于是否每个大于 1 的整数都在函数 的值域内，有待进一步探究。𝑓(𝑛) = 𝛿(𝑛)/𝑛

【定理 7】f(n)的值在[1,+∞）上是稠密的，且存在无数个 n 落在任意小区间(a,b)中.

四、通过估计密率研究友谊数的分布
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根据文献[4]，我们目前能够确定形式的友谊数有偶完全数，即：使 f(n)=2 的偶

数都满足 n= （其中 为质数）.梅森素数的数量无疑是无限的，2𝑚 ‒ 1(2𝑚 ‒ 1) 2𝑚 ‒ 1

只是暂时我们无法证明这一点。这样一来数列 A={1,n| 

n= （ 为质数）}的密率函数 .2𝑚 ‒ 1(2𝑚 ‒ 1) 2𝑚 ‒ 1
𝐴(𝑛)

𝑛 ≤ 𝑚

2𝑚 ‒ 1(2𝑚 ‒ 1)

而 =0，所以密率 d（A）=0.
lim
m→∞

𝑚

2𝑚 ‒ 1(2𝑚 ‒ 1)

如图是摘自 OEIS A074902 网页的友谊数数列图像： 

可以看出当 n 比较小时，友谊数的增大趋势变化不大。

通过计算可知，集合 B={0,1,n|n 为友谊数}部分密率函数 的值如下图所示：
𝐵(𝑛)
n

（表格中的数据 1-372 摘自 OEIS A074902，数列因为有 10、14等数不确定是

孤独数还是友谊数所以目前不完整，如果 1-372中还存在友谊数，那么与其函

数值相同的数 n满足 ;372以上的数据由计算机计算得到，如果在𝑛 > 1030

372- 中还存在其他友谊数，那么与其函数值相同的数 n满足 ）106 𝑛 > 106



16

根据表中数据可知，集合 B 的密率随着数的增多在不断减小.初步可以猜测，集

合 B 的密率为 0.

四、 的部分函数值分布及变化趋势𝑓(𝑛)

定义数列{f(n)}( ,取其几个子列进行研究 ：𝑛 ∈ 𝑁)

①{f(n!)} (𝑛 ∈ 𝑁)

f(n!) ，而根据文献[3]， 是一个发散级数
>  ∑∞

1
1
𝑛 ∑∞

1
1
𝑛

所以数列{f(n!)}是没有极限的.

②{f( )}( 表示第 n 个质数)∏𝑝𝑛  𝑝𝑛

f( ) ,这是欧拉级数，根据文献[7]，欧拉级数是发散级数
∏𝑝𝑛

 > ∑𝑛
𝑖 = 1

1
𝑝𝑖

所以数列{f( )}是没有极限的.∏𝑝𝑛

③{f( } ( 表示第 n 个质数)𝑝𝑛)  𝑝𝑛

当 时， ，𝑛→ + ∞ 𝑝𝑛→ + ∞

， =1，所以数列{f( }存在极限 1.
𝑓(𝑛) = 1 + 1

𝑝𝑛

lim
𝑝𝑛→ + ∞

1 + 1
𝑝𝑛 𝑝𝑛)
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④{f( } (𝑝𝑛) 𝑛 ∈ 𝑁,p为确定质数)

f( = = = ， =𝑝𝑛) ∑𝑛
𝑖 = 0

1

𝑝𝑖

1 ‒ (1
𝑝)𝑛

1 ‒ 1
𝑝

𝑝 ‒ 1
𝑝 ‒ 1

𝑝𝑛 ‒ 1(𝑝 ‒ 1)
lim
𝑛→∞

𝑝 ‒ 1
𝑝 ‒ 1

𝑝𝑛 ‒ 1(𝑝 ‒ 1)
𝑝 ‒ 1

𝑝

所以数列{f( }存在极限 .𝑝𝑛)
𝑝 ‒ 1

𝑝

⑤{f( }(p 为确定质数， 表示第 n 个质数)𝑝 ∙ 𝑝𝑛) 𝑝𝑛

f( =1+ + ， = =𝑝 ∙ 𝑝𝑛)
1
𝑝 + 1

𝑝𝑛

1
𝑝 ∙ 𝑝𝑛

lim
𝑛→∞

1 +
1
𝑝 + 1

𝑝𝑛
+

1
𝑝 ∙ 𝑝𝑛 1 +

1
𝑝

p + 1

p

所以数列{f( }存在极限 .𝑝 ∙ 𝑝𝑛) p + 1

p

在所取的子列中，不同子列存在不同极限而有的没有极限，数列{f(n)}的各子列

差异比较大.

结论：在正整数集中，存在无穷多个孤独数，所有满足 与 n 互质的正整数𝛿(𝑛)

都是孤独数。

在正整数集中，判断2p(p是大于3的质数)是否是一个孤独数，那么满足f(n)=f(2p)的

n值只需在集合Q3={n|n=p×(6k-1)，k∈N+}和Q4={n|n=p×(6k+1)，k∈N+}中寻找。

若在Q3和Q4中都不存在这样的n 值满足上式，则说明2p是个孤独数; 反之若在

Q3或Q4中找到这样的n值使得n满足上式，则说明2p不是一个孤独数。 

若3p是友谊数，那么p一定是6k-1（k是正整数）型的素数。且在正整数集中，

判断3p(p是大于3的质数)是否是一个孤独数，满足f(n)=f(3p)的n值只需在集合

Q={n|n=p×(2k+1),2k+1为合数且3 2k+1}中寻找.若在Q中都不存在这样的n值满足∤

上式，则说明3p是个孤独数; 反之若在Q中找到这样的n值使得n满足上式，则说

明3p不是一个孤独数.

如果pq（其中p、q均为奇质数， ）是友谊数，那么满足f（n）=f（pq）的𝑝 < 𝑞

不同于pq的正整数n一定满足n=s （其中 ，s满足× 𝑞𝛼 𝛼是不小于2的正整数

f（s） ）.< 1 + p

p

方程f(x)=nf(y)有无穷多组解的充分条件是存在正整数m使得f(m)=n.

函数 的取值没有上界，存在最大下界1𝑓(𝑛) = 𝛿(𝑛)/𝑛

根据目前数据猜测：集合B={0,1,n|n为友谊数}的密率为0.
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数列{f(n)}的子列有不同的极限，有的甚至没有极限.
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平时我喜欢阅读一些关于数论的书籍，其中关于完美数的问题吸引

了我。完美数是指其约数和等于自身两倍的一类特殊自然数。另外，

对于重要的一类数论函数约数和函数 δ(n)，我之前也有一些了解。

将两者建立联系，我就想到定义函数  ，对它的性质进行𝑓(𝑛) = 𝛿(𝑛)
𝑛

研究。

那么函数 应该针对它的哪些特点研究呢？首先想到的是函数值𝑓(𝑛)

的求法、分布和变化趋势。为了找到更多突破口，我查阅文献，发

现了刘念《10 是孤独数的初等数学方法探讨》，了解到孤独数和友

谊数的概念。由此我的研究又多了许多新的内容，课题的整体结构

也明晰起来。

从暑假里的学校科技营期间开始，我就与指导老师通过邮箱建立了

联系，与他初步探讨了课题的选题方向。平时我会定期与他当面交

流课题进展和研究中遇到的问题。由于数学学科本身的特殊性，所

有的探究都是持续进行，一边发现问题一边解决问题。

从 2018 年 9 月开始至 2019 年 2 月，我花了大约两个月确定题目，

三个月不到进行问题发现和探究，剩下的一两周汇总信息、撰写论

文。

数学课题具有很大的不确定性，因此我采取的方式是一边提出问题，

一边解决问题，同时查阅大量文献和参考书籍学习相关知识。这样

的方式可以随时为课题注入新的活力，具有较强的机动性。

主要的研究场所在我就读的中学，得到了学校科技辅导教师戴中元

老师的指导。在选题方面，他从我给出的众多问题中选出了一个适
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合研究的问题，确定了我课题的大方向。在进行研究时，他为我推

荐了一些相关书籍和资料，也提出了一些值得探究的问题，在解决

问题过程中给我一些点拨。撰写论文过程中他告知我论文的基本格

式，并为我的论文作了部分改动。且戴老师对我的指导全部无偿。

对于正整数 n，我们定义 f(n)=δ(n)/n，其中 δ(n)表示 n 的所有正约

数之和。根据文献，δ(n)是积性函数，但不是完全积性函数。设正

整数 n，f(n)=m，若存在另一个正整数 p 使得 f(p)=f(n)=m，则称正整

数 n 为友谊数，反之则称 n 为孤独数。利用这一引理以及由此得出

的 δ(n)的一般计算公式，本文用初等方法讨论了素因子个数为 1 和

2 的数是孤独数还是友谊数的判定，不定方程 f(x)=nf(y)解的构造方

法，讨论了 f(n)函数值的有界性并初步探究其分布，估计了友谊数

在正整数集中的密率。
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本参赛团队声明所提交的论文是在指导老师指导下进行的研究

工作和取得的研究成果。尽本团队所知，除了文中特别加以标注和

致谢中所罗列的内容以外，论文中不包含其他人已经发表或撰写过

的研究成果。若有不实之处，本人愿意承担一切相关责任。 
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