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不同拓扑结构下半导体电阻率特性研究 

苗辰飞 

上海市上海中学 

摘要：范德堡方法是测量无孔半导体薄层材料电阻率的经典方法，但针对新

型有孔半导体材料，如何测量其电阻率目前尚无成熟方法。我的科创活动从有孔

半导体薄层材料的电学建模入手，研究开孔对半导体材料拓扑结构和范德堡函数

的影响。发现薄层材料开孔后，拓扑结构从面变成环。面拓扑结构中范德堡函数

恒为一，即经典的范德堡方程。环拓扑结构中范德堡函数介于零和一之间，经典

的范德堡方程不再成立。将经典范德堡方程右侧的常数一（对应面拓扑结构范德

堡函数）泛化为薄层材料的范德堡函数 F，形成拓展范德堡方程： 

𝑒
−
𝜋ℎ

𝜌
𝑅𝑥 + 𝑒

−
𝜋ℎ

𝜌
𝑅𝑦 = F，就可将其应用范围拓展到任何拓扑结构的薄层材料。 

研究发现有孔半导体薄层材料的开孔特性决定其范德堡函数：薄层材料范德

堡函数随内部开孔面积的增大呈现指数衰减；在开孔面积相同的情况下，开孔位

置越靠近材料中心，对半导体材料范德堡函数的影响越明显。进一步将孔大小和

开孔位置对范德堡函数的影响规律进行定量归纳整理，形成一种便于理解和快捷

计算的指数经验公式。 

在有孔薄层半导体材料开孔特性和其范德堡函数对应关系研究的基础上，拓

展经典的范德堡方法，建立了一种测量有孔半导体薄层材料电阻率的新方法： 

1. 首先根据待测有孔薄层材料开孔特性运用电学模型或者经验公式计算

出有孔薄层材料的范德堡函数 F； 

2. 和经典范德堡法一样，采用四针脚测量法获得两个范德堡电阻 RX和 RY； 

3. 最后将 F、RX和 RY以及材料厚度 h 代入拓展范德堡方程，即可解得开孔

薄层材料得电阻率𝜌。 

实验验证发现该方法电阻率测量误差在 0.5%以内，实现了有孔薄层材料电

阻率的精确测量。 

同时上述薄层材料开孔特性和其电阻率的对应关系也可以反向应用，从理论

上提供了一种通过电阻率测量分析薄层材料微观结构的新思路。 

关键词：开孔薄层材料，孔特性，电阻率测量，拓展范德堡法  
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一、引言 

集成电路由大量薄片半导体元件构成，是现代信息处理的基础。半导体薄片

材料的电阻率决定了半导体元件的电学性能和以其为基础的集成电路的信息处

理能力，准确测量半导体薄片材料的电阻率成为 IT产业的关键性技术之一。范

德堡法只需通过两次四针脚测量，就可以准确计算出任意形状的无孔半导体薄层

的电阻率，消除了测量针脚位置以及接触电阻对测量的干扰，简单快捷，因此成

为半导体薄层电阻率测量的经典方法。随着信息产业的高速发展，新型有孔薄片

半导体薄层材料相继出现并得到广泛应用。但经典的范德堡法只适应于无孔薄层

材料电阻率测量，对于有孔半导体材料电阻率的测量，尚无成熟的方法。 

针对有孔薄片半导体材料，本文尝试从电学等效模型入手，通过模型模拟结

合实验检测，研究薄层半导体材料开孔大小、开孔位置对其范德堡函数的影响规

律，建立薄层材料开孔几何特性和其范德堡函数的对应关系，从而拓展范德堡法，

开发出一种测量有孔薄片半导体材料导电性能的新方法。 

二、开孔半导体薄层材料等效电学模型的建立 

1 有孔薄层材料范德堡函数的引入 

对于任意形状的无孔半导体薄层材料，在其边缘任取四点，取其中相邻两点

注入电流，在剩余两点检测电压差，将电压和电流的比值记为 RX；然后交换两组

针脚，再检测一次，获得另一个电阻值 RY。容易证明，这两个电阻值满足范德堡

方程[1]： 

                                         （1） 

根据方程 1，在已知薄层半导体厚度 h，测量获得电阻值 Rx，Ry 的情况下可

以轻易出电阻率ρ，这就是经典范德堡方法测量薄层材料电阻率的原理。 

但是对于有孔半导体薄层，拓扑结构从面变成环，不能通过保角变换将环映

射为半平面，因此针对有孔半导体薄层材料，范德堡方程不再成立。为扩展范德

堡方法使其适用于有孔薄片半导体材料，定义范德堡函数 F(Rx，Ry)如下： 

                                    （2） 
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其方程形式为𝑒
−
𝜋ℎ

𝜌
𝑅𝑥 + 𝑒

−
𝜋ℎ

𝜌
𝑅𝑦 = F，称为拓展范德堡方程。 

对于无孔半导体薄层材料，范德堡函数 F(Rx，Ry)等于 1，拓展范德堡方程

回归到经典的范德堡方程；对于有孔半导体薄层材料，范德堡函数将不再恒等于

1，其具体取值取决于材料的开孔几何特性。 

下面我们将尝试从薄层材料导电性能的等效数学模型入手，结合模型分析和

实验验证，建立起薄层材料开孔几何特性和其范德堡函数的对应关系，从而根据

薄层材料中孔拓扑特性直接计算出其范德堡函数，带入拓展范德堡方程，采用和

经典范德堡法类似的思路，计算获得开孔薄层材料的电阻率。 

2 有孔薄层材料的混合电阻网格等效电学模型 

边长为 L的正方形导电薄层材料可以分成 n×n个小的正方形导体单元格，

如图 1A 所示。每个小单元格可以看成是一个边长为 L/n的方块电阻元。 

 

AB 

图 1薄层导电材料电学分析示意图 

根据微分思想，当 n足够大时，对应方块电阻微元足够小，可以近似认为电

流只以垂直于微元边线的方向均匀通过电阻微元（和微元边线呈一定夹角的电流

可以投影分解到两个互相垂直的边线方向），即每个方块电阻微元中的电流只有

上下、左右两个方向（如图 1B），对应方块电阻微元可以用上下和左右两个互相

垂直方向的方向电阻来表示。考虑到方块电阻微元的对称性，上下和左右两个方

向的电阻相等。 

方块电阻微元在左右方向的电阻定义为在方块电阻微元的左侧面均匀注入

电流，在右侧面均匀引出电流时对应的电阻值。因此方块电阻微元上下和左右两

个方向电阻的计算方法如下式所示： 
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𝑅上下 = 𝑅左右 =
𝜌
𝐿

𝑛
𝐿

𝑛
ℎ
=

𝜌

ℎ
                         （3） 

因此，正方形薄层材料可以看作是由 n×n个方向电阻等于
𝝆

𝒉
的方块电阻微元

所构成组合体。 

为模拟方块薄层材料的导电性能，引入一个 n×n的导体网格，网格中每一

根线段代表一个阻值为 R的单位电阻（图 2A）。考虑到网格中每一个电阻都同时

属于两个相邻的小单元格，所以每一根电阻可以看作时两个阻值等于 2R的电阻

并联，这两个 2R的电阻分别属于共享这个导体棒的两个相邻的导体单元格，从

而将两个相邻导体单元格完全独立出来，每个导体单元格的电路图如图 2B所示，

等价于 4个阻值为 2R的电阻构成的电阻框。 

 

A                            B 

图 2电阻网格模型示意图 

按照方块电阻微元方向电阻的计算方法，可以获得单元格的方向电阻 

𝑅上下 = 𝑅左右 =
1

1

2𝑅
+

1

2𝑅

= 𝑅（4） 

因此选择阻值等于
𝜌

ℎ
的单位电阻构建电阻网格（图 2A），当电阻网格足够密

时，其中每一个导体单元格（图 2B）和正方形薄层材料(图 1A)中位置对应的方

块电阻微元(图 1B)完全电学等效，因此密度足够高的导体网格就是正方形薄层

材料的电学等效模型，两者具有完全一致的导电性。 

无孔薄层材料的等效电阻网格模型中所有单位电阻都等于
𝜌

ℎ
；半导体材料中

开孔部分由于完全不导电，可以用由绝缘棒组成的绝缘网格来模拟（图 3B），我

们把由绝缘棒和单位电阻构成和开孔薄层材料完全等价的电学模型称为混合电

 

 左右 

上

下 
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阻网格模型，二者具有完全一致的导电性能，因此也必然具有相同的范德堡函数。 

3 混合电阻网络范德堡函数计算及其临界网格密度 

有孔薄层材料在电学上等价于一个如图 3A中(n-2)×(n-2)的电阻网格，其

中红色线段代表阻值等于
𝜌

ℎ
的单位电阻，红色区域对应薄层材料中非孔部分；蓝

色虚线代表绝缘棒，内部蓝色区域代表开孔部分，周围蓝色绝缘棒则用来隔绝网

格的其余外部输入，模拟四针脚范德堡电阻测量；黑色实线代表超导棒，以避免

外部导线电阻对范德堡电阻测量的影响。图 3A的混合电阻网格可以一般化成图

3B的电阻网格。 

 

A                           B 

图 3混合电阻网格模型及其一般化表征 

采用向量表达方式，电阻网格的电流电压关系可以表述为： 

I=gDU   (5) 

其中 g为单位电阻电导，g =
ℎ

𝜌
。I和 U 分别为电流向量和电压向量。D为电

导矩阵,D矩阵代表了电阻网格的性质，由电阻网格的拓扑结构唯一确定。 

李向亭[2]在 2004 年给出了混合网格的 D 矩阵的逐级构建公式，如下所示： 

添加水平导体棒时：              （6） 

添加水平绝缘棒时：                       （7） 

添加竖直导体棒时：   （8） 
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添加竖直绝缘棒或者水平超导棒时：             （9） 

本文将电导概念推广到网格中任何电棒，就可以发现单位电阻导体棒的电导

都是 g，绝缘体电导是 0，超导体电导是无穷大。可以进一步将 D矩阵计算方法

6-9简化归并成式 10-11： 

添加水平电棒：                       （10） 

添加竖直电棒：      （11） 

按照从左向右构建导体网格，并随之调整 D矩阵。通过上述改进可以在保证

精度的情况下简化程序，更便于进行向量并行计算，提高程序运行速度。 

在确定网格的 D矩阵后，可以方便的用式 5计算出网格的电流、电压，进而

计算出网格的范德堡电阻，进一步获得范德堡函数的取值。 

根据上述思路，利用 MATLAB软件完成了半导体薄层材料的网格模拟计算程

序（MATLAB 程序见附录）。 

由于半导体薄层材料和混合电阻网格电学等价关系的前提条件是混合电阻

网格的密度足够大。考虑到无孔薄层材料的范德堡函数理论值为 1，我们利用上

述程序计算了不同密度的纯电阻网格（无孔薄层材料的电学等价模型）的范德堡

电阻和范德堡函数。结果发现随着电阻网格密度增大，对应范德堡函数越大，向

理论值 1无限趋近，相应计算误差越小，如图 4所示。计算发现 100×100的电

阻无孔网格的范德堡函数等于 0.99，和理论值 1的误差只有 1%。 

 

图 4电阻网格密度和其范德堡函数的对应关系 

因此在要求范德堡函数预测误差不超过 1%的前提下，和薄层材料电学等价

ijij D'D 
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的电阻网格模型的临界密度为 100。大于临界密度的纯电阻网格的范德堡函数和

无孔薄层材料的范德堡函数理论值完全吻合，一方面验证了本文所开发的电学等

价模型的正确性，也初步展示了利用混合电阻网格模型计算半导体薄层材料范德

堡函数的可行性。在后续研究中，统一采用网格密度等于 500的混合电阻网格作

为有孔半导体薄层材料的电学等价模型。 

三、开孔大小对薄层半导体材料范德堡函数的影响规律研究 

利用 MATLAB网格模拟程序，首先计算在正方形的半导体薄层材料的中心挖

正方形的孔对范德堡函数的影响，如图 5A所示 

 

A                                 B 

图 5中心开孔情况下孔大小对半导体薄层材料范德堡函数的影响 

从图 5可以看出当开孔等于零时，对应无孔半导体薄层，相应范德堡函数等

于 1，和范德堡方程相吻合。随着开孔的增大，范德堡函数逐渐降低，范德堡函

数随孔相对面积间呈现明显的指数衰减规律。当开孔占据几何整个半导体薄层时，

范德堡函数降低趋近于零。 

经验拟合公式如下： 

𝐹 = 𝑒−(6.5397×𝑆
1.1225)      （12） 

从图 5B可以看出，上述指数经验公式能够完美拟合孔大小和范德堡函数间

的对应关系(如图所示)，可用于中央开孔半导体薄层范德堡函数的计算。 

为进一步检测上述中心开孔大小对半导体薄层范德堡函数的影响规律，设计

铝箔验证实验：利用厚度和电导率已知的铝箔纸，在中心位置开挖不同大小的正
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方形孔洞，采用标准范德堡方式测量计算范德堡函数值，如下图所示。 

 

图 6中间开孔范德堡函数变化规律实验验证 

图中方形点代表实验值，绿线为网格模型计算给出的模拟理论值，横轴代表

开孔边长和材料边长的比值，即开孔相对边长。分析发现网格模型计算获得范德

堡函数模拟理论值和实验结果完全相符高，进一步论证了模型的可靠性。 

四、开孔位置对半导体薄层材料范德堡函数的影响研究 

和孔大小相对应，孔位置也是薄层材料范德堡函数的可能影响因素之一。孔

位置可以用孔中心在两个互相垂直的方向上的偏移量来定量表示： 

以正方形网格的正中心最为原点，和正方形边正交的方向建立平面直角坐标

系，则中心坐标为零。定义正方形孔在 x，y两个方向的偏移量为孔中心的横纵

坐标与正方形边长一半的比值。可以看出任何开孔在的偏移量都介于-1到 1之

间。正中心开孔对应的 x和 y两个方向的偏移量都为零。偏移量的绝对值越大，

越靠近边缘。考虑孔本身具有一定大小，孔中心无法便宜到材料边缘，所以偏移

量的绝对值并不能取到 1，而且孔相对面积越大，偏移量绝对值的最大值越小。 

孔相对边长 

F 
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为更清晰研究开孔位置对薄层材料范德堡函数的影响规律，首先研究孔大小

固定的情况下范德堡函数随孔位置的变化规律。发现不同孔大小情况下，薄层材

料范德堡函数图像变化趋势基本相同。 

图 6开孔边长等于薄层材料边长五分之一时孔位置和范德堡函数的对应

关系 

从图 6可以看出当开孔位于正方形薄板的中心时范德堡函数的值最小，孔越

接近于边线，范德堡函数值越大。颜色表征了范德堡函数的值，越接近黄色，范

德堡函数越大，越接近紫色，范德堡函数值越小。 

因此在开孔大小固定的情况下，中央位置开孔对半导体材料的范德堡函数影

响较大，而边缘开孔则对范德堡函数影响较小，当开孔移动到薄层材料边缘后，

开孔材料就退化为无孔半导体材料，对应范德堡函数趋向于 1。 

五、孔大小、开孔位置对半导体薄层材料范德堡函数综合影响研究 

为研究孔大小和开孔位置对半导体薄层材料范德堡函数影响的综合效应，采

用电阻网格模型，分别模拟计算开孔边长为薄层半导体材料边长 1/10、1/5、3/10、

4/10时，孔位置偏移对范德堡函数的变化，如下图所示： 
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图 7开孔大小和开孔位置对薄层材料范德堡函数的影响 

综合分析图 7中不同孔大小对应的范德堡函数曲面，发现孔偏移对应的范德

堡函数的变化规律趋势几乎完全相同：中央开孔对应的范德堡函数最小，开孔偏

移中心越远，范德堡函数越大，逐渐向无孔情况下的理论值 1靠拢。同时开孔越

大，范德堡曲面越低，对应的范德堡函数越小。 

开孔越小，范德堡函数曲面越平坦，孔位置对范德堡函数的影响越不显著，

比如当孔面积小于总面积的 10%时，范德堡函数由于孔位置带来的差距小于 3%。

所以在孔很小的情况下，时，小孔可以当作中心孔来处理。 

综合正方形孔的大小和孔的位置，可以得出拟合公式： 

𝐹 = 𝑒0.1342𝑄−6.5397×𝑆
1.1225

                      （13） 

其中 Q=
 √𝑥方向的偏移量

2
+𝑦方向的偏移量

2

√2
 

 

1/10 

1/5 

3/10 

4/10 
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六、拓展范德堡方法测量有孔薄层材料电阻率 

综合以上开孔对半导体薄层范德堡函数的影响规律研究，我们开发出了一种

测量有孔薄片半导体材料导电性能的新方法，具体如下： 

1. 首先测量半导体薄层材料中开孔的相对面积 S,孔偏移量 Q以及材料厚

度 h三个的几何拓扑参数。 

2. 带入拟合公式 13（或者混合网格模型），求得此时范德堡函数的值 F； 

3. 按照经典范德堡方法测量获得两个范德堡电阻值 Rx和 Ry 

4. 将第二步获得范德堡函数数值以及第三部获得的范德堡电阻代入拓展

范德堡方程，求解方程获得该薄片半导体材料电阻率。 

经过开孔铝箔实验验证发现，这种拓展范德堡方法给出的电阻率和实验值基

本吻合。在孔面积接不超过半导体薄层总面积的 30%时，基于指数经验公式 13

的电阻率测量误差小于 5%，而基于混合网格模型的电阻率测量误差则进一步降

低到 0.5%以下。 

七、总结与展望 

针对薄层半导体材料，建立了一种能够准确模拟其导电性能的混合电阻网格

模型。通过模拟计算和实验检测，发现薄层半导体开孔导致范德堡函数下降，范

德堡函数随开孔相对面积的增大呈现指数衰减；中央开孔对范德堡函数的影响较

大，边缘开孔时范德堡函数接近无孔情况。建立了根据开孔几何特性计算半导体

薄层材料范德堡函数的指数经验公式，并结合实验验证，拓展经典的范德堡方法，

形成一种精确测量有孔半导体薄层材料电阻率的新策略。 

在后续研究中，将尝试将方形半导体薄层中进行方形开孔研究获得规律进行

拓展，研究其对于任何开孔形状是否具有一般性。后续应用方面，考虑采用半导

体薄层的光学影像自动设定孔参数，利用经验公式（计算量小，可以用于各种小

型手持测量设备）或者电阻网格模型（计算量大，需要高性能计算机才能实现，

但通用性强，可以直接应用于任意形状、任意开孔的薄层半导体材料电阻率测量）

直接计算其范德堡函数值，从而开发有孔半导体薄层材料电阻率自动化测量设备。 

另外根据本文发现的薄层材料开孔特性和其电阻率的对应关系，也提示了一

种通过电阻率测量间接分析材料中孔特性等微观拓扑结构的思路。 
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