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耦合“循环摆”的物理机制及其动力学研究 

雷家睿  林蕴芊 

四川省成都市新都一中  铭章学院 

 

 

 

论文摘要 

本文研究了一种名为“循环摆”的耦合摆系统的动力学特征，并解释了该现

象的成因，为该类研究提供了一个新的思路作为参考。循环摆系统由一重一轻

两个负载组成，释放后轻物会呈现出类似于螺旋线的运动轨迹，而重物会快速

减速至停止。我分别对两个物体的运动进行了定量研究。本研究发现绳与杆之

间的摩擦力是导致重物减速运动的原因；轻物的轨迹则需分为重物停止前、重

物停止后两个阶段进行讨论，整体上为摆开线；而轻物的角速度在波动中整体

呈现快速上升的趋势。本研究发现，初始质量比、摩擦系数、初始绳长、释放

角度等相关参量共同影响着“循环摆”系统的运动特征，我给出了定量的函数关

系加以了描述，并对其进行了验证，且理论、实验、数值模拟符合较好。最

后，我使用数值模拟进一步预测了摩擦系数对系统的运动特征造成的影响。 

 

关键词： 

耦合摆；循环摆；动力学研究 
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一、 引言 

本课题源于 IYPT2019（国际青年物理学家锦标赛）的第 14 题“循环摆”，研

究了如下的力学现象：将一重一轻两个负载用位于水平杆上的一根绳子相连，

并拉动轻负荷来吊起重负荷。释放轻负荷，它将围绕着杆扫动，形成类似于“摆

开线”的轨迹线，同时使重负荷不会坠落到地面。我们注意到在该情境中，重负

载和轻负载通过绳子耦合，约束了对方的运动自由度，并互为摆锤。本文的研

究将在解释这一现象的物理机制的基础上，着重研究两个摆锤运动过程中的动

力学规律。我们将从牛顿力学和分析力学的角度求解该耦合摆系统的运动方

程，进而设计实验对理论进行检验。 

本研究发现，摩擦力随绳缠绕圈数增大的 e 指数增长是导致重物快速减速

至停止的原因，而同时轻物旋转半径不断减小，使其呈现出类似于摆开线的螺

旋轨迹。我们将整个运动过程分为两段进行研究：重物下落时与重物停止运动

时。我们在非惯性系下建立了定量的理论模型，从𝜃̈、ℎ̈两个自由度分别描述了

轻、重两物体的运动。通过使用 MATLAB 绘制理论图像，并将其与相应的实验

图像进行比对：理论中的轻物轨迹、ω − t、重物的v − t图像等均与实验结果高

度吻合，验证了理论的正确性。我们进一步使用已验证的理论预测了摩擦系数μ

对“循环摆”现象的影响。我们还针对主要的误差来源进行了理论修正，考虑绳

子在杆上的缠绕方式，将二维平面内的理论修正为三维空间里的理论模型，以

提高理论的准确性。 

在我们的控制变量实验中，我们还得出了一些定性的实验结论。同时，我

们还发现，取决于轻重物体质量比的不同，实验中出现了“循环摆”的一些特殊
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现象：多级加速、回弹、二次下落。我们定性地解释了这些特殊现象的产生条

件及其相关性质。 

最后，我附上了相关理论的修正以及其他推导方法，以供参考。 

 

二、 耦合循环摆的运动方程 

a. 牛顿力学方法分析 

（1） 运动过程分析 

如图 1 所示，在循环摆现象中，若假设小球质量为

m，大球质量为M，小球侧绳与杆接触的切点到小球端的

距离为 l，与水平方向的夹角为𝜃.大球侧绳与杆接触的切点

到大球端的距离为 h，杆半径为 r，绳原长为𝑙0,根据几何关

系有: 

𝑙 = 𝑙0 − ℎ − 𝑟(𝜋 + 𝜃) 

设大球与小球受到的绳拉力分别为𝑇1和𝑇2, 𝑇1与𝑇2的关系已由 Capstan 

Equation 给出[1] 

𝑇1 = 𝑇2𝑒𝜇(𝜋+𝜃) 

释放小球后，对于大球与小球的受力及运动情况，观察现象可知，小球绕

杆做摆长不断减小的运动。若在以摆与杆的切点为原点建立的坐标系为参考系

中分析此问题,根据非惯性系下的牛顿第二定律有 

𝑀ℎ̈ = 𝑀g − 𝑇1 

𝑚𝑙𝜃̇2 − 𝑚𝑙̈ = 𝑇2 − 𝑚g cos 𝜃 + 𝑚𝑟𝜃̈ 

其中，ℎ̈为重物下落的加速度，𝑙为̈轻物沿绳子方向的加速度，𝑚𝑙𝜃̇2为轻物

受到的向心力。由（2）、（3）、（4）式可以得到： 

ℎ̈ = g −
𝑚

𝑀
𝑒𝜇(𝜋+𝜃)(g cos 𝜃 + 𝑙𝜃̇2 − 𝑟𝜃̈ − 𝑙̈)            

由（5）式可以看出，右侧项
𝑚

𝑀
𝑒𝜇(𝜋+𝜃)(g cos 𝜃 + 𝑙𝜃̇2 − 𝑙̈)随着 𝜃的增大呈指

数型上升，导致重物的加速度ℎ̈迅速反向并达到极大值，故大球可以迅速减速至

(1) 

图 1 循环摆示意图 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 
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停止。大球停止运动后，绳与杆的摩擦力反向，阻碍重物的再一次下落，且满

足关系Mg𝑒𝜇(𝜋+𝜃)>𝑇2。因此在重物停止下落后，绳与杆不发生滑动。 

同时利用非惯性系下的角动量定理，即： 

d𝐽

d𝑡
= 𝐿𝑜

⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑟𝑐⃗⃗⃗ × (−𝑚𝑎𝑜⃗⃗⃗⃗⃗) 

式中，小球对 o 点的角动量𝐽 = 𝑚(𝑙)2𝜃̇𝑘̂, 小球在非惯性系中关于 o 点的力

矩𝐿⃗⃗ = −𝑚g𝑙 sin 𝜃 − 𝑚𝑟𝜃̇2𝑙𝑘̂. 

则应用（5）式可得 

𝜃̈ =
−𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜃 + 𝑟𝜃̇2 + 2ℎ̇𝜃̇

𝑙
 

利用（1）式、（7）式将（5）式进一步化为 

ℎ̈ =
1

1 +
𝑚
𝑀 𝑒𝜇(𝜋+𝜃)

[g −
𝑚

𝑀
𝑒𝜇(𝜋+𝜃)(g cos 𝜃 + 𝑙𝜃̇2)] 

（7）、（8）两式即为循环摆现象中大小两球的动力学方程，对其求解可

得到大小两球的运动。 

(2) 特殊情况讨论 

我们观察到，当重物停止运动时，轻物仍然在绕杆旋转。在此运动阶段

中，当大球静止时，有ℎ̇ = 0。 

则此阶段中小球的运动可表示为： 

𝜃̈ =
−𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜃 + 𝑟𝜃̇2

𝑙
 

b. 分析力学求解 

对于重物下落运动的阶段，绳子与杆之间的摩擦力做功，故不能使用拉格

朗日方程求解此阶段的运动。而当重物停止运动时，摩擦力不再做功，满足拉

格朗日方程的使用条件。 

对于重物停止运动阶段轻物的运动，若采用分析力学求解，取𝜃为广义坐

标，则该系统的拉格朗日函数为： 

𝐿 = 𝑇 − 𝑉 =
1

2
𝑚(𝑙 𝜃̇)

2
+ 𝑚𝑔(𝑙 cos 𝜃 + 𝑟 sin 𝜃) 

对此广义坐标运用拉格朗日方程得： 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

20
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𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕 𝜃̇
) −

𝜕𝐿

𝜕𝜃
= 0 

其中： 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕𝜃̇
) = 2𝑚𝑙𝑙̇𝜃̇ + 𝑚𝜃̈𝑙2 = −2𝑚𝑟𝑙𝜃̇2 + 𝑚𝜃̈𝑙2 

𝜕𝐿

𝜕𝜃
=

1

2
𝑚𝜃̇2[2𝑙 ∙ (−𝑟)] + 𝑚𝑔(

𝜕𝑡

𝜕𝜃
𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑙𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃) 

      =
1

2
𝑚𝜃̇2[2𝑙 ∙ (−𝑟)] + 𝑚𝑔(−𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑙𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃) 

= −𝑚𝑟𝑙𝜃̇2 − 𝑚𝑔𝑙𝑠𝑖𝑛𝜃                                                

求解以上方程，可得： 

−2𝑚𝑟𝑙𝜃̇2 + 𝑚𝜃̈𝑙2 + 𝑚𝑟𝑙𝜃̇2 + 𝑚𝑔𝑙𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0 

因此： 

𝜃̈ =
−𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑟𝜃̇2

𝑙
=

−𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑟𝜃̇2

𝑙0 − 𝑟𝜃
 

上式为重物停止运动阶段轻物运动的表达式，其结果与用经典力学方法求

解所获得的结果一致。 

c. 数值模拟运动轨迹 

为了直观地展示通过理论分析所获得的结果，我们使用 MATLAB 绘制了

以下图像，将解可视化。如下所示： 

 

上图展示了轻物的运动轨迹，轻物绕杆不断“循环”摆动，最终与杆发

生接触而停止运动，而重物在竖直方向下落并最终停止。右图则展示了轻物

旋转角速度随时间的变化关系，可以看出，轻物角速度总体上呈现加速的趋

势，同时也存在一些明显的波动。 

图 2 轻物运动轨迹、轻物运动加速度（理论） 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 
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图 3 轻物旋转圈数、轻物摆长随时间的变化关系 

在实验中，我们将对以上理论结果进行验证。 

三、 实验设计与结果分析 

a. 实验装置设计 

我们设计并构造了以下装置进行实验： 

 

 

我在两个铁架台上搭建了一根完全固定的金属水平杆，其材质均匀、无明

显缺陷。然后我使用一根非弹性绳连接一重一轻两个负载（砝码）。砝码经过

简单处理，使其能在我们的视频中被清晰地分辨出来，方便我们的视频处理。

我们使用摄像机从侧视方向拍摄实验视频，摄像机的帧速为 240fps。 

为了轻物在不受扰动的情况下被平稳释放，我也设计了如图 4 所示的释放

装置：我将绳子的一端连接在轻物上，另一端固定在一个铁架上；通过使用激

光或火焰烧断这一段绳子，轻物便可以被平稳释放。相比于其他释放方式，此

方法可以一定程度上减小释放时产生的误差。 

 

图 4 实验装置、释放装置 
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b. 摩擦系数𝛍的测量 

注意到理论中涉及到了绳子与杆时间的摩擦力（Capstan Equation）， 因此

在实验中我们很有必要测量出杆与绳之间的摩擦系数，以进行实验与理论的验

证。 

由于杆与绳的接触面上的压力处处不同，采用普通方法（F = μN）测量出

的摩擦系数存在极大误差。故我们采用一下方法测量摩擦系数： 

由 Capstan Equation 可以得到： 

𝑇1 = 𝑇2𝑒𝜇(𝜋+𝜃) 

其中𝑇1、𝑇2分别为杆两侧绳中的拉力，𝜇(𝜋 + 𝜃)为绳在杆上的包角， 

拉力𝑇2即为砝码重力：               

𝑇2 = 𝑚𝑔 

对等号两侧取对数： 

ln (
𝑇1

𝑚𝑔
) = 𝜇(𝜋 + 𝜃) 

令𝜑 = ln (
𝑇1

𝑚𝑔
)，则(3)可以化简为： 

𝜑 = 𝜇(𝜋 + 𝜃) 

上式说明，将实验中得到的𝜑与(𝜋 + 𝜃)线性拟合，得到的直线斜率即为绳

与杆的摩擦系数。 

我们将实验装置做出一下小改动： 

图 5 摩擦系数的测量 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 
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我们将绳子的一端连接到轻物上，绳子绕过杆和一个定滑轮，另一端连接

到一个力传感器上。测量时，匀速拉动力传感器，使得砝码匀速上升，记录下

力传感器的读数。通过改变定滑轮的空间位置，我们可以改变绳子与杆形成的

包角。进行多组实验，将所得到的𝜑与𝜇(𝜋 + 𝜃)绘制为散点图，进行线性拟合，

结果如下： 

一次函数拟合直线的斜率大小即为杆与绳的摩擦系数，因此𝜇 = 0.29。此

结果将运用到之后的实验与理论的验证中。 

c. 实验步骤 

（1） 搭建好装置，调整相关变量（绳长、释放角度、质量比等）至指定值，

并使用释放装置将整个系统固定； 

（2） 烧断释放装置连接到系统的线，使系统开始运动。用摄像机从侧视角度

进行慢动作录像； 

（3） 重复上述过程进行多组控制变量实验； 

（4） 将视频导入 Tracker，分别对轻物和重物的运动进行追踪。将得到的数据

导出，进行数据分析，并最终与理论进行对比验证。 

 

 

d. 实验结果 

(1) 系统的运动特征 

在实验中，我们得到了以下图像： 

y = 0.29x

R² = 0.96

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.5 2.0 2.5 3.0

φ

(π+θ)

φ-(π+θ)

图 6 摩擦系数实验数据图 
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图 7 为重物下落速度随时间的变化关系。可以看出，重物先是做加速运动，再

快速地减速，最终停止运动。重物停止时，轻物仍然在绕杆进行“循环”摆动。

此运动过程与理论中所预测到的运动过程相符合。 

  

图 8 展示了轻物的运动轨迹，轻物做一个半径不断减小的曲线运动。在重物下

落时，重物摆长的增加（即重物的下落）与绳子不断缠绕在杆上这两个因素共

同导致了轻物摆动半径的减小；而当重物停止运动时，轻物旋转半径只由于绳

在杆上不断缠绕而减小，呈阿基米德螺线的运动趋势。与理论计算图像一致 

图 9 展示了轻物角速度随时间的变化关系，角速度在波动中整体呈现加速趋

势，此图像与理论中所给出的图像具有一致的趋势。同时，我们也可以结合实

验的其他数据定性解释角速度发生下降的原因。 
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两幅图展示了同一组实验中轻物的角速度、竖直方向位移随时间的变化关

系。对比两幅图可以发现，当轻物向下摆动（即位移减小）时，角速度增加；

而轻物向上摆动（即竖直方向位移增大）时，角速度相应地减小。也就是说，

在轻物向上摆动时，其部分动能转化为了重力势能，导致其角速度的减小。 

(2) 控制变量实验 

通过控制变量进行实验，我们可以获得一些定性的结论。 

只改变初始时刻轻物到杆的距离（即轻物绳长），我们获得了以下图像： 

 

 

可以看出，随着绳长的增加，轻物绕杆“循环”旋转的圈数增加。 

改变绳子两端轻重两个负载的质量比，可以获得以下实验图像： 
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可以看出，随着轻重两物体质量比的减小，轻物绕杆“循环”旋转的圈

数相应地减小。我们还发现，当质量比取到一些特殊值的时候，可以观测到

一些特殊的“循环摆”现象。我们将在附录中讨论这些现象的特点、形成原

因。 

改变轻物的初始释放角度，得到以下轨迹图像： 

 

 

我们没能从这些数据中得到一个较为直观的结论。这些实验将在下一个

板块被用来验证理论的正确性。 

e. 理论验证 

我们使用 MATLAB 计算了在一定参数下的理论结果，并将之与相同参数

下的实验结果进行对比。以下是轻物和重物运动状态的实验与理论对比图： 

  

图 24  参数：𝑚: 𝑀 = 1: 5 ；𝜃 = 18.5 ；𝐿 = 78𝑐𝑚 
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图 25  参数： 𝑚: 𝑀 = 1: 5 ；𝜃 = 5° ；𝐿 = 30𝑐𝑚 

 

图 26  𝑚: 𝑀 = 1: 5  𝜃 = 18.5°  𝐿 = 78𝑐𝑚 ；𝑚: 𝑀 = 1: 5  𝜃 = 5°  𝐿 =

30𝑐𝑚 

在不同参数下，我们的理论与实验吻合地很好，验证了理论的准确性。 

在“轻物角速度”的理论与实验对比中，我们观察到了一个有趣的现象：

在轻物运动的最后阶段（即非常接近于杆时），我们的理论值总是比实验值偏

大一些，我们需要对这个误差做出解释: 

如图分别为实验与理论中，轻物在运动的最后阶段的示意图。实验中，由

于运动半径过小，轻物与杆发生了接触，导致轻物加速度减小，最后减速至停

止。而在理论中，我们将轻物看作为质点，在与实验相同的同一时刻，质点与

杆没有任何接触，故其不会受到外界阻力，可以继续进行加速。因此，忽略轻

物体积是导致此误差的主要原因。在接下来的研究中，我们将对此误差进行修

正。 

x/m 

y/m 
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我们也可以对理论中重物的运动状态进行验证。将实验中的数据与理论结果进

行对比，我们可以绘制出以下图像： 

图 27  重物下落速度 

如图是在不同参数下重物速度的理论与实验值。理论与实验结果符合较

好。因此，理论中重物的运动状态得到了验证。重物因摩擦力的e指数增长而逐

渐减速并停止运动。绳与杆间摩擦系数对系统运动的影响 

 

四、 模拟预测 

我们已经证明了理论的正确性，因此我们可以利用我们的理论进一步预测

其他变量对“循环摆”现象的影响。在实验中，几乎不可能针对杆与绳子间的

摩擦系数μ进行控制变量实验，因为我们很难找到其他参数（半径、材料属

性）等完全相同而只有摩擦系数不同的杆进行实验。鉴于此种原因，我们选取

杆与绳的摩擦系数μ作为参量，使用理论对其产生的影响进行了理论预测。下

图为 MATLAB程序所给出的结果： 

图 28 理论预测  相关参数： 𝑚: 𝑀 = 0.3 

左图给出了重物停止时刻随摩擦系数μ的变化关系。随着摩擦系数增大，

同样情况下的摩擦力也相应地增大，故重物更容易、更快地停止了运动。而当
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摩擦系数足够大时，初始时刻绳与杆的摩擦力已经大于了重物的重力，故重物

不会下落，其下落时间为零；而右图则展示了重物运动距离以及重物最大速度

随摩擦系数μ的变化关系。随着摩擦系数增大，摩擦力作用都增强，故重物最

大运动距离、最大速度均与摩擦系数呈反相关关系。同样，当摩擦系数足够大

时，重物根本不会下落，故运动距离、最大速度均为零。 

五、 研究结论与讨论 

a. “循环摆”现象的基本特征：重物下落时，重物下落、绳绕杆缠绕共同作

用，使轻物运动的旋转半径不断减小；重物受摩擦力作用停止后，轻物绕

杆做类似于渐开线的循环摆动，直至其与杆发生接触而停止。 

b. 在运动过程中，重物经历了加速、迅速减速、停止三个阶段的运动过程。

此运动特征的产生原因是摩擦力的e指数增大； 

c. 轻物绕杆循环摆动，重物的下落、绳子绕杆缠绕两个因素导致其旋转半径

不断减小；轻物加速度在波动中呈现上升趋势，导致其减速的原因是部分

动能转化为重力势能； 

d. 我们可以用一下两个方程来简单定量地描述“循环摆”的运动特征： 

𝜃̈ =
−𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜃 + 𝑟𝜃̇2 + 2ℎ̇𝜃̇

𝑙
 

ℎ̈ =
1

1 +
𝑚
𝑀

𝑒𝜇(𝜋+𝜃)
[g −

𝑚

𝑀
𝑒𝜇(𝜋+𝜃)(g cos 𝜃 + 𝑙𝜃̇2)] 

e. 未来展望： 

（1） 搭建更加精确的装置、设备进行实验 

（2） 修正理论，考虑空气阻力等其他因素对“循环摆”现象的影响 

（3） 利用理论进一步预测其他因素对“循环摆”现象的影响 

（4） 研究是否会出现其他特殊现象 
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附录 
一、 理论修正：考虑“循环摆”的三维运动 

在实验中，我们观察到绳子有规律地缠绕在杆上。绳的缠绕使摆在三维空

间中运动，而不是之前所假设的二维平面。如下图所示： 

                      

图 29  绳子在三维方向上的缠绕 

设绳子缠绕于水平方向形成的角度为𝜃，我们进行以下理论修正： 

用以下坐标描述轻物的位置： 

𝑥 = −(𝑙 cos 𝛼 − 𝑟𝜃) sin 𝜃 + 𝑟 cos 𝜃 

𝑦 = −(𝑙 cos 𝛼 − 𝑟𝜃) cos 𝜃 − 𝑟 sin 𝜃 

𝑧 = −𝑟𝜃 sin 𝛼 

则轻物的动能为： 

𝑇 =
1

2
𝑚 [(

𝑑𝑥

𝑑𝑡
)2 + (

𝑑𝑦

𝑑𝑡
)2 + (

𝑑𝑧

𝑑𝑡
)2] 

轻物的势能为（以坐标原点为零势面）： 

𝑉 = 𝑚𝑔𝑦 

拉格朗日量： 

𝐿 = 𝑇 − 𝑉 

拉格朗日方程可写为： 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕𝜃̇
) −

𝜕𝐿

𝜕𝜃
= 0 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕𝛼̇
) −

𝜕𝐿

𝜕𝛼
= 0 

求解上述方程即可得到三维空间中的循环摆运动方程。但表达式过于复

杂，在此直接将方程绘制成图像展示： 
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) 
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(25) 
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图 30 考虑三维运动的理论图像 

在修正后的理论中，轻物在 x,y轴上的运动与之前版本的理论一致。但在

z轴上，轻物由于绳子在杆上的缠绕而存在小幅度的运动。通过分析可知，轻

物的三维运动对正文的实验分析影响不大。 

 

 

 

二、 理论的另一种推导方法： 

取选点 c为研究对象，在 t时刻其速度大于 0。在∆𝑡

时刻之前的𝑐1点，显然此时𝑐点以速度𝑣𝑐垂直于绳向下绕

𝑐1作圆周运动。因此有： 

图 31  “循环摆”示意图 

𝑣𝑐(𝑡 − ∆𝑡) = 𝑐1c × 𝜃̇(𝑡 − ∆𝑡) = 𝑟[𝜃(𝑡 − ∆𝑡) − 𝜃(𝑡)]𝜃̇(𝑡 − ∆𝑡) 

当 c点与杆重合时，其不再运动，因此： 

𝑣𝑐(𝑡) = 0 

由加速度的定义知： 

𝑎𝑐 = lim
∆𝑡→0

𝑣𝑐(𝑡) − 𝑣𝑐(𝑡 − ∆𝑡)

∆𝑡
 

联立上式可知： 

𝑎𝑐 = 𝑟𝜃̇2 

(28) 

(29) 

(30) 

(31) 
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此式为 c点关于绳子法向的加速度，而 c点关于绳方向上没有加速度。

即： 

𝑎𝑐𝑟 = 0 

再以小球为研究对象，其关于杆的加速度则为： 

𝑎𝜃 = −(𝑙 − 𝑟𝜃)𝜃̈ + 2𝑙̇𝜃̇ − 𝑟𝜃̇2 

𝑎𝑟 = −(𝑙 − 𝑟𝜃)𝜃̇2 − 𝑙 ̈

用隔离法对轻物进行受力分析，对于轻物有： 

𝑚𝑔 cos 𝜃 − 𝐹𝑇 = 𝑚[𝑙̈ − (𝑙 + 𝑟𝜃)𝜃̇2] 

𝑚𝑔 sin 𝜃 = −𝑚[(𝑙 + 𝑟𝜃)𝜃̈ + 𝑟𝜃̇2 + 2𝑙̇𝜃̇] 

对于重物： 

𝑇 = 𝑀𝑔 + 𝑀𝑙̈ 

Capstan Equation: 

𝐹𝑇𝑒𝜇(𝜋+𝜃) = 𝑇 

联立上述各式解得： 

𝜃̈ =
𝑟𝜃̇2 − 𝑔 sin 𝜃 − 2𝑙̇𝜃̇

𝑙 − 𝑟𝜃
 

𝑙̈ =

𝑚
𝑀 𝑒𝜇(𝜋+𝜃)[𝑔 cos 𝜃 + (𝑙 − 𝑟𝜃)𝜃̇2]𝑔

1 +
𝑚
𝑀 𝑒𝜇(𝜋+𝜃)

 

上式化简结果与正文中理论推导的结果相同。（参数假设稍有不同） 

(32) 
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(35) 
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(39) 

(40) 
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