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关于帐篷映射周期点的探究 

四川成都 成都石室中学 牛睿杰 

指导老师 张伟年 李威 

摘  要：本文基于迭代蛛网图的几何性质，研究了帐篷映射的周期点存在性问题.主要针对

帐篷映射中最复杂的一个区域，即当顶点(x0,y0)满足 y0>x0 且 y0+x0>1 时周期点的存在情况.

给出了帐篷映射存在三周期点的充要条件，以及存在 n 周期“阶梯型”周期点的充要条件，

证明了在当顶点(x0,y0)满足 y0>x0 且 y0+x0>1 时四周期点恒存在，最后验证了帐篷映射中的

李约克(Li-Yorke)定理. 

关键词：帐篷映射，迭代映射，周期点，蛛网图 

 

 

一、引言 

帐篷映射是一类最简单的非线性映射，其定义如下 
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其中，0＜x0＜１，0＜y0≤１,(x0,y0)称为帐篷映射的顶点.  

我们说映射 g的迭代是指如下一列复合映射 

       ，          ，…，                   ， … 

如果        ，则称   为映射 g的 n周期点，特别地，当     时，称 x为映

射 g的不动点. 

任给一个帐篷映射 f，f迭代作用下点 x 的迭代蛛网图是指这样的过程： 

在直角坐标系中作出函数 f 的图像与直线     的图像，过 f 的图像上一点

   ，      ，做 x轴的平行线交 y=x 于点（ （ ）， （ ）），再过该点做 y轴的平

行线交 f于      ，      ，于是我们就得到了 经过两次迭代后的值，按照上述

步骤可以得到   迭代任意 n 次的值, 这一过程所作出的轨迹称为点   ，      的

迭代蛛网图.  

需要说明的是，迭代是一个初始值在一个函数下反复作用的过程，在蛛网图

1,1( )
0,1( )

1,0( )0,0( )

x0，y0( )
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中则是一个点的迭代过程，我们在后文中对这两者不加以区分，例如在后文中会

出现“顶点的迭代”一类的表达. 

若一个点是周期点，则其迭代蛛网图作出的轨迹是闭合的.下面左图展示的

就是帐篷映射中一点 A的迭代蛛网图，而右图是点 A为二周期点的情形. 

 
这篇文章没有完全从动力系统的角度研究帐篷映射.而是从另一种角度，更多的

利用蛛网图的几何性质，来推演迭代的过程.另外，本文也利用了一个特殊点，

即帐篷右支与   的交点，我们在研究中发现，这个点对于一类周期点的分布

有着重要的意义. 

 

二、主要内容 

设 f：  ，     ，   为一个帐篷映射，定义如下： 
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其中，0＜x0＜１，0＜y0≤１,(x0,y0)称为帐篷映射的顶点. 我们有如下已知的结

论： 

(1) 当顶点 (x0,y0) 满足 x0>y0时，帐篷映射 f有一个平凡不动点(0,0)，不

存在其他周期点，同时系统存在一个稳定的吸引子(0,0)，即对         ， 

               

 

 

 

 

 

 

(2) 当顶点 (x0,y0) 满足 x0<y0 且 y0+x0<1 时，帐篷映射 f 有一个平凡不动

点(0,0)，同时系统存在一个稳定的吸引子 
  

       
  

  

       
 ，即对         ， 

            
  

       
. 此时,  

  

       
  

  

       
  是 f的一个非平凡不动点. 

 

 

 

A

A

(x0 ,y0) 
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上述两种情况都是帐篷映射中比较简单的情况，存在稳定的吸引子，我们在下文

中将不再讨论，而只有当顶点(x0,y0) 满足 y0>x0 且 y0+x0>1 时，帐篷映射才会

出现非平凡周期点，此时情况也会变得更为复杂，这也是本文主要研究的区域. 
 

 

定义 2.1：帐篷映射的周期点称为阶梯型周期点，若它在蛛网图中的周期轨没有

自相交 (下图左)；称为非阶梯型周期点，若它在蛛网图中的周期轨自相交（下

图右）. 

 

 

注：我们之所以把不自相交的情况称为阶梯型周期点，是因为不自相交的情况下

其周期轨一定是像阶梯一样先增大，再一步减小到原来的值上，如下图 

 

阶梯型周期点拥有比较好的性质，且方便研究，它的周期轨总是单调的增加，然

后在某一步迭代到最小值 

特别地，三周期点的蛛网图由六段直线围成，容易看出这样的图形无法自相

交(即非阶梯型周期点)，于是，非阶梯型周期点至少为四周期点. 
 

 

定理 2.2: 设 f：  ，     ，  上的为一个帐篷映射，其定义如下： 

G

1

P

(x0,y0) 
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其中，顶点(x0 ,y0)满足 y0>x0 且 y0+x0>1. 则 f存在三周期点当且仅当顶点(x0 ,y0)

满足 

x0
2+x0y0+y0

2-x0-y0 0.  

特别地，当 x0
2+x0y0+y0

2-x0-y0 0 时，顶点(x0,y0)为三周期点. 

 

证明：设 f 和直线 y=x 的交点为 G(     )，易知 x0 迭代三次后的值为 

       
  

    
 

        
. 

 
 

(1)若          ，则    不是三周期点，考虑顶点右侧的点  (a，    ）， 

         ，其迭代三次后为 

     
  

    
 

      
. 

由于直线 PO，PA 的斜率 kOP，kPA 绝对值都比 1大，则 

                    
                     ， 

故        ，于是 A 不是三周期点.同理可证线段 PO 和 GB 上的点也不是三周

期点. 

O B 

(2)若          ，定义函数 

             ，          ， 

易知 h(x) 为连续函数.首先，                  ，而当 x靠近    时，存

P

A

P

A
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在       ，由介值定理知存在            使得        . 定义函数 

             ，          ， 

则        ,        ，故存在            使得         ，于是（  ，      ）

为三周期点.  

综上，三周期点存在当且仅当顶点满足          ，即 

  
    

 

        
   ， 

化简得 

x0
2+x0y0+y0

2-x0-y0 0. 

      

                                                                      

定理 2.3: 设 f：  ，     ，  上的为一个帐篷映射，其定义如下： 
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其中，顶点(x0 ,y0)满足 y0>x0 且 y0+x0>1. 则 f 存在阶梯型 n周期点当且仅当顶

点(x0 ,y0)满足 

x0
n-y0

n x0
n-1-y0

n-1 . 

特别地，当 

x0
n-y0

n x0
n-1-y0

n-1 

时，顶点(x0,y0) 为 n 周期点. 

 

证明：根据定义，周期点是先在帐篷左支上迭代，再迭代到顶点右侧，一步迭代

到最小值.按定理一中的方法，将迭代 n 次后的点与初始值的差用帐篷的两支函

数的斜率表示出来，可以得到类似的结论，即当且仅当            时，n 周期

阶梯型周期点才会存在. 对于顶点(x0 ,y0)，有 

               
     =

  
    

    
 ,       =

  
    

 

      
           =

        
   

           , 

于是,             等价于 

 x0
n-y0

n x0
n-1-y0.

n-1  

                                                                       

 

定理 2.4：设 f：  ，     ，    上的为一个帐篷映射，其定义如下： 
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其中，顶点(x0 ,y0)满足 y0>x0 且 y0+x0>1.则 f 存在四周期点. 

 

证明：设 f和直线 y=x 的交点为 G(     )，我们分类讨论： 

(1)当           时，即顶点三次迭代后处于 G 点的下方，设 Q(a,f(a)) 为线

段 PG 上的一个动点， 

 

当 Q 离 G 点足够近时，其迭代三次后会到帐篷的右支， 此时         ， 由介

值定理知线段 PG 上存在一点 A，其迭代三次后为 G. 我们将 A点沿 PG 向下移动

到 B，使它迭代三次后处于 G点的上方，如图 

 

由于 G 是一个排斥不动点， 那么 B 迭代四次后的点 C 则会沿 PG 向上移动，由

介值定理可知总有一刻 B,C 两点重合，此点即为一个四周期点. 

(2)当           时, 同理可证四周期点存在. 

 

注： 上述定理成立的一个很重要的条件就是当帐篷映射的顶点满足 y0>x0 且 

y0+x0>1 时，顶点迭代四次后必然会在帐篷的右支上. 

  

  

定理 2.5：设 f：  ，     ，  上的为一个帐篷映射，定义如下： 

A

G

P

A

G

P
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其中，顶点(x0 ,y0)满足 y0>x0 且 y0+x0>1. 若顶点(x0 ,y0)满足 

  
        ，    

则 f 存在偶数周期点. 

 

证明：设 f 和直线 y=x 的交点为 G(     )，首先假设顶点迭代三次后为不动点

G，  

 

 

 

 

即 

           

则 

  
       

 
  

    
 

        
  

化简得 

  
          

进一步，当   
         时，          ；当   

         时，

         . 

当   
         时，其顶点迭代三次后位于 G 点的下方，由定理 2.4

知线段 PG 上存在点 A，其迭代三次后为 G. 由于 G是一个排斥不动点，一点迭代

在 G 点附近后会被 G 点“排斥”，我们可以控制 A 点向下移动的距离，使得它在

G点周围反复迭代后到帐篷的右支上，注意当 A点往下移时，周期轨是只能是偶

数阶的，这是因为蛛网图每绕 G点一圈是迭代两次. 

 

G

P

A

G

P

G

P

A
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进一步，A点迭代三次后越接近G的值，在排斥过程中就会产生更多的周期，

我们控制其迭代三次后的点从四周期点开始接近于 G，就可以历遍每一个偶数周

期. 因此，当顶点满足   
         时，任意偶数周期点存在. 

                                                                     

 

 

推论 2.6（帐篷映射中的李约克定理）：设 f：  ，     ，   上的为一个帐篷

映射，定义如下： 

     

 
 
 

 
 

     

  
    ，        
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  ，          ，

 
 

其中，顶点(x0 ,y0)满足 y0>x0 且 y0+x0>1. 则当 f 存在三周期点时，其他任意周

期点也存在. 

 

证明：根据定理 2.2，当三周期点存在时，顶点 (x0 ,y0) 需满足 

x0
2+x0y0+y0

2-x0-y0 0. 

而 x0
2+x0y0+y0

2-x0-y0 0蕴含   
        ,根据定理2.5知 f存在任意偶数周

期点. 

设 f 和直线 y=x 的交点为 G(     )，当三周期点存在时，由前文易证在 

   ，    上存在一个三周期点，记为             ，      ，   . 根据定理 2.4，

线段 PG 上存在点 T           满足         . 明显有      . 

 

考虑动点 A  ，     ,         , 设 A 迭代 n 次后的点为               ，

其中令 n为任意大于 3的奇数. 当 A 足够靠近 T时，A点迭代任意大于 1的奇数

次后的点都在 G的左侧，可以让                 足够接近 G，此时有        . 

当 A 点移动到三周期点时，有              ， 根据连续函数的介值定理

知存在           满足 b=     ， 于是五周期点存在. 同理，当五周期点存在

时可以推出七周期点存在, 依此类推可以证明所有的奇数周期点都存在.又有上

T

G

P

D
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文得所有的偶数点存在，定理由此得证 .  .                                                                       

 

三、注记 

3.1 关于定理 2.3 的几何意义 

在定理 2.3 中，我们证明了顶点(x0 ,y0)满足 y0>x0 且 y0+x0>1. 则 f 存在阶梯型

n周期点当且仅当顶点(x0 ,y0)满足 

x0
n-y0

n x0
n-1-y0

n-1 . 

特别地，当 

x0
n-y0

n x0
n-1-y0

n-1 

时，顶点(x0,y0) 为 n 周期点.我们考虑其临界条件 x0
2+x0y0+y0

2-x0-y0 0 借助绘

图工具，我们可以得出，x0
n-y0

n x0
n-1-y0

n-1这个方程在正方形区域  ，     ，  定

义了一组随 n增大而逐渐逼近正方形上边与右边的曲线，进一步我们可以得到，

当顶点越靠近正方形右上角时，会产生越高阶的阶梯型周期点，这也是阶梯型周

期点的另一个排布上的规律. 
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