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论文题目：广义 Petersen 图的泛圈性与圈长分布 
 

作者：陈兆君 
 

论文摘要：本文研究了广义 Petersen 图𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)的泛圈性和圈长

分布，并且彻底解决了𝑘为奇数和𝑘 = 2时𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)的圈长分布。

证明了广义 Petersen 图是具有大范围连续圈长的图类，具有很大

的应用价值。 
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广义 Petersen 图的泛圈性与圈长分布 

摘要 
 

泛圈性由 Bondy([1])提出，是指一个图具有长度从 3 到顶点数的所有圈。泛圈性问

题是哈密尔顿性(存在不重复地遍历其所有顶点的圈，即哈密尔顿圈)问题的自然延伸，

在通讯网络中具有重要的应用意义，是图论中一个重要问题，也称为圈的嵌入问题。

现实中的网络图很难也不需要达到严格的泛圈性，只需要具有大范围连续长度的圈即

可(Hsu, L. H. [2])。工程师们不仅希望一个网络图具有丰富的圈长，而且从成本角度考

虑希望它是稀疏(顶点平均度数较小)、对称同时具有一定容错性的，即任意删除若干

顶点(设备故障)或若干条边(线路故障)后仍具有极丰富的圈长，甚至保留泛圈性。 

广义 Petersen 图正是满足上述要求的重要图类。它们是具有极强对称性的 3-正则

图。因此，我们着手研究该图类是否具有泛圈性，如果没有则分析出其准确的圈长分

布。该问题难度很大。解决广义 Petersen 图的哈密尔顿性问题就已历时十余年，显然

圈长分布问题比哈密尔顿性问题更复杂。所以，我们只解决了大部分具有代表性的广

义 Petersen 图的圈长分布问题。从我们的成果可见，虽然部分广义 Petersen 图有少量

圈长缺失，没有泛圈性，但它们的圈长分布具有明显的规律：它们具有大部分可能的

圈长，且圈长在较大范围内连续分布。这说明广义 Petersen 图应用价值很大。 

本文的主要贡献是提供了一系列分析广义 Petersen 图的新工具——构件及其输入/

输出、收缩/扩张、扩张方程，将圈长分布问题代数化，转化为若干整数不定方程可解

性问题。运用构件概念和相应的分析方法，所有广义 Petersen 图的圈长分布问题极有

可能在日后被彻底解决。 

 

关键字：广义 Petersen 图，哈密尔顿性，泛圈性 

 

 

一、前言 

1.1图的圈长分布 

如摘要中所述，泛圈性是指一个𝑛顶点的图𝐺具有长度从 3 到𝑛的圈。特别地，当𝐺

是一个二部图时，𝐺的圈长一定是偶数，所以只要𝐺具有长度为[4, 𝑛]内的所有偶数的圈，

就称𝐺具有偶泛圈性。这两种泛圈性只是圈长分布的极端情况。为了研究圈长分布的

一般情况，我们首先要弄清一个图中最大的圈长(又称周长，记为𝑐(𝐺))和最小的圈长

(又称围长，记为𝑔(𝐺))。如果[𝑔(𝐺), 𝑐(𝐺)]中的任一个整数𝑚，𝐺中都存在一个圈的长度

等于𝑚，则称𝐺具有弱泛圈性。当𝐺为二部图，只要[𝑔(𝐺), 𝑐(𝐺)]中的任一个偶数𝑚，𝐺

中都存在一个圈的长度等于𝑚，就称𝐺具有弱偶泛圈性。显然，泛圈性和偶泛圈性分别

是弱泛圈性和弱偶泛圈性的特例。 

在边比较稠密时，具有泛圈性是比较容易的。Bondy([3])在 70 年代就已经证明了

当𝐺的边数不小于
𝑛2

4
, 𝐺就具有泛圈性。所以一个很自然的问题就是如何用稀疏的图产

生泛圈性。这个问题有很重要的现实意义，因为稀疏意味着将这个图物理实现时低成

本。一个稀疏图具有泛圈性的例子就是轮状图，如图 1 所示。然而此图度数分布过分

集中于 A 点，导致此图无容错性：一旦删去 A，此图退化为一个圈，仅有一种圈长。

所以我们追求的是度数分布均匀，高度对称，且具有(弱)泛圈性，或者退而求其次，
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具有大范围连续圈长的稀疏图。本文的成果说明广义 Petersen 图正是这样的一个图类。 

 

  
图 1 轮状图 图 2 标准的 Petersen 图 

1.2广义 Petersen 图及其圈结构 

标准的 Petersen 图(定义见 West 的教材[4])，如图2所示，是只有 10 个顶点的 3-正

则图，对称性很强。Petersen 图在图论中非常调皮，在很多研究成果中，它扮演唯一

的或最小的反例；例如，Bondy([7])指出它是最小的超哈密尔顿图(hypo-Hamiltonian 

graph，超哈密尔顿图:本身无哈密尔顿圈，但去掉任一顶点所得的图都有哈密尔顿圈)。 

1969 年，在研究 3-正则图的染色问题时，Watkins[5]引入了广义 Petersen 图。 

一个广义 Petersen 图𝐺有两个整数参数𝑛和𝑘，通常记为𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)，其中0 < 𝑘 <
𝑛

2
且

𝑛 > 4 ， 其 顶 点 集 合 𝑉(𝐺) = {𝑢0, 𝑢1, … , 𝑢𝑛−1, 𝑣0, 𝑣1, … , 𝑣𝑛−1} ， 边 集 合 𝐸(𝐺) =

{𝑢𝑖𝑢𝑖+1, 𝑣𝑖𝑣𝑖+𝑘, 𝑢𝑖𝑣𝑖  |𝑖 = 0,1, … , 𝑛 − 1 }，其中所有下标值对𝑛取模。我们常记𝑈 =

{𝑢0, 𝑢1, … , 𝑢𝑛−1}和𝑉 = {𝑣0, 𝑣1, … , 𝑣𝑛−1}。图 3 左侧是𝐺𝑃(𝑛, 2)的示意图。依定义，

𝐺𝑃(5,2)就是标准的 Petersen 图。 

圈𝑢0 − 𝑢1 −⋯− 𝑢𝑛−1 − 𝑢0称为𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)的外圈。当𝑛, 𝑘互质，𝑣0 − 𝑣𝑘 − 𝑣2𝑘 …−

𝑣(𝑛−1)𝑘 − 𝑣0构成 1 个圈；当(𝑛, 𝑘) = 𝑑 > 1，下标值模𝑑同余的𝑣𝑖分别组成 1 个圈，合

共𝑑个圈。无论是 1 个圈还是𝑑个圈，都统称为内圈。可将广义 Petersen 图比作一有内

外圈的车轮，𝑢𝑖𝑣𝑖(0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1)称为轮辐边。图 3 右侧是 𝐺𝑃(𝑛, 2)的 2 个例子。 

 

  
图3 广义 Petersen 图𝐺𝑃(𝑛, 2) 

 

        广义 Petersen 图是高度对称的 3-正则图。一经提出，其哈密尔顿性就受到广泛的

关注。从 1969 年 Robertson([6])对𝐺𝑃(𝑛, 2)的哈密尔顿性的研究开始，历经 Bondy([7])、

Bannai([8])、Alspach[9]等数学家的工作，广义 Petersen 图的哈密尔顿性问题终于在

1983 年被彻底解决。最终结论如下： 

 

引理 1. 𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)是哈密尔顿的，除非𝐺𝑃(𝑛, 𝑘) ≅ 𝐺𝑃(6𝑡 + 5,2)，𝑡 ≥ 0。 

 

对于广义 Petersen 图等高度对称的图类，在理论和实际应用中，人们往往既期望
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它们有哈密尔顿圈，也期望它们有丰富的圈结构。因此除了哈密尔顿性，泛圈性也是

广受关注的性质。在本文中，我们研究了广义 Petersen 图的泛圈性和圈长的分布。我

们引入了一个新概念——构件，发展了运用构件构建圈的方法，并彻底解决了𝑘为奇数

和𝑘 = 2情况下𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)的圈长分布。 

为了初步估计广义 Petersen 图的圈长范围，我们首先理清它们的围长和周长。由

前述哈密尔顿性的成果以及我们自己的分析，对于围长和周长，我们证明了如下的结

果(本节列出所有定理，其证明在后续章节之中)： 

 

定理 1. 若𝐺 = 𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)不同构于任意𝐺𝑃(𝑛, 𝑘′), 𝑘′ < 𝑘，则𝑔(𝐺) = 𝑚𝑖𝑛(
𝑛

(𝑛,𝑘)
, 𝑘 + 3,8)。

当𝐺𝑃(𝑛, 𝑘) ≅ 𝐺𝑃(6𝑡 + 5,2)，𝑐(𝐺) = 2𝑛 − 1，否则𝑐(𝐺) = 2𝑛。 

 

理清广义 Petersen 图的围长和周长后，本文解决了𝑘为奇数和𝑘 = 2时广义 Petersen

图的圈长分布。得到以下结论： 

 

定理 2.若𝑘为奇数， 𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)的圈长分布如下： 

1）偶数长度的圈：𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)有长度为4𝑘到2𝑛 + 2 − 𝑘之间的所有偶数的圈。进一步，

当𝑛 ≥ 𝑘2 +
7

2
𝑘 − 4，𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)有长度为𝑔(𝐺)=6 or 8 到𝑐(𝐺) = 2𝑛之间的所有偶数的圈。

特别地，当𝑛为偶数，𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)是二部图，具有弱偶泛圈性； 

2）奇数长度的圈：只有𝑛为奇数，才有奇圈。设 𝑟′是𝑛除以𝑘的余数，𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)有长度

为[
𝑛

𝑘
] + ∆(𝑟′)到2𝑛 + 2 − 𝑘之间的所有奇数的圈。当𝑟′ > 1，𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)还有长度为[

𝑛

𝑘
] +

∆(𝑟′) − 4的圈； 当𝑟′ = 0，𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)还有长度 [
𝑛

𝑘
]的圈。其中 

∆(𝑟′) =

{
 
 

 
 

6                             (𝑟′ = 0)

3                             (𝑟′ = 1)

6 + 𝑟′              (2 ≤ 𝑟′ <
𝑘 + 1

2
)

𝑘 + 7 − 𝑟′             (𝑟′ ≥
𝑘 + 1

2
)

 

 

定理 3. 𝐺𝑃(𝑛, 2)圈长分布如下： 

1) 当且仅当𝑛 ≢ 5 (𝑚𝑜𝑑 6)，𝐺𝑃(𝑛, 2)有哈密尔顿圈； 

2) 当且仅当𝑛 ≢ 4 (𝑚𝑜𝑑 6)，𝐺𝑃(𝑛, 2)有长2𝑛 − 1的圈 

3) 所有的𝐺𝑃(𝑛, 2)都有圈长为5以及8~2𝑛 − 2的圈； 

4) 当且仅当𝑛 = 6,7,8,9,14，𝐺𝑃(𝑛, 2)有长为 7 的圈； 

5) 当且仅当𝑛 = 5,6,7,9,12，𝐺𝑃(𝑛, 2)有长为 6 的圈； 

6) 当且仅当𝑛 = 8，𝐺𝑃(𝑛, 2)有长为 4 的圈； 

7) 当且仅当𝑛 = 6，𝐺𝑃(𝑛, 2)有长为 3 的圈。 

推论：只有𝐺𝑃(7,2)和𝐺𝑃(9,2)具有弱泛圈性。 

 

       𝑘 = 1,3的时候有一定特殊性，其圈长分布达到了𝑘为奇数时的理论最大可能，作为

定理 2 的特例，我们有 

定理 4. 𝑘 = 1,3时，𝐺 = 𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)的圈长分布如下： 

1) 𝑘 = 1或 3 时，当𝑛为偶数，𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)是二部图，且具有(弱)偶泛圈性，即从𝑔(𝐺)到

𝑐(𝐺)的圈长的偶圈都存在； 

2) 𝑘 = 1或 3 时，当𝑛为奇数，𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)的圈长从𝑔(𝐺)到𝑐(𝐺)的偶圈都存在；而圈长为
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属于{
𝑛

𝑘
, [
𝑛−1

𝑘
] + 3~2𝑛 − 1}的奇数的圈也都有，除此之外不存在其它奇数长度的圈。 

 

奇圈的分布研究难度较大，我们也得到一些研究成果,包括一个奇圈长的下界： 

定理 5：当𝑘是奇数，𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)不会出现圈长小于
𝑛

𝑘
的奇圈。 

 

从我们的成果可见，广义 Petersen 图虽然稀疏，但是却具有大部分可能的圈长，

且它们的圈长在较大的范围内连续分布。 

 

本文研究圈长分布的思路首先是将圈长分布转换为偏差度的分布的研究。所谓偏

差度，就是𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)中一个圈𝐶与其哈密尔顿圈的长度差，偏差度为𝑟，圈长就是2𝑛 −

𝑟。显然偏差度分布分析清楚了，圈长分布自然也就清楚了。 

研究偏差度的主要好处在于它可以进行分解。圈𝐶的偏差度，就是𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)顶点中

不在𝐶上的总个数。这些顶点显然是分布在圈𝐶包含的两条轮辐边之间的。所以很自然

地，我们把夹在圈𝐶包含的相邻两条轮辐边之间的部分称为构件，夹在两条轮辐边之

间不属于圈𝐶的顶点数就作为构件的偏差度。圈𝐶可以视为由这些构件拼接而成，其偏

差度就是这些构件的偏差度之和。 

第一步要做的工作是把构件参数化描述，第一个参数就是两条轮辐边夹着外圈的

部分是否全部属于𝐶，是就称为“凸”，否则称为“凹”。第二个参数就是两条轮辐边

的距离，即两条轮辐边夹着外圈的部分的长度。第三个参数用于描述两条轮辐边夹着

内圈的部分与𝐶的关系。因为两条相邻轮辐边夹着(包括相交)内圈部分的所有边是否属

于𝐶，完全由(沿下标增加的方向)首次进入构件的𝑘条边决定，所以我们将首次进入构

件的𝑘条边作为第三个参数，也是最重要的一个参数。这些边中属于𝐶的边记为 1，不

属于𝐶的边记为 0，构成 1 个𝑘元 0-1 向量，称为构件的输入。为了方便分析可拼接性，

我们将最后离开构件的𝑘条边是否属于𝐶构成的𝑘元 0-1 向量称为构件的输出。 

第二步，我们要确定什么样的构件才可以拼接起来，很容易就分析得到，两个相

邻构件能够拼接在一起，必须凹凸交替，并且满足前驱构件的输出与后续构件的输入

成首位分量取反再轮换这样的代数关系，这样才可以保证轮辐边夹着的点，在𝐶中都

是 2 度或者 0 度(不属于𝐶)。 

第三步，我们发现一个重要的规律，就是在一个圈𝐶中，构件长度增加𝑘，不会改

变其凹凸性、输入输出，也就是不会改变它和前驱、后继的可拼接性，同时也不会让

𝐶增加连通分支数，即依然保持是一个圈。构件长度每增加𝑘，其偏差度也同时增加，

并且增量是一个由其前驱构件的输出决定的常量。有些特殊的构件，甚至可以长度增

加 1 而保持凹凸性、输入输出、连通分支数不变，其偏差度的增量也是常量。 

第四步，在第三步的基础上，任意一个圈𝐶都可以进行第三步的逆过程，即构件长

度收缩，直至不能再收缩，任意构件的长度都不大于𝑘，我们把这样不能再收缩的圈，

称为原生圈。我们的核心想法是找出一些极小的具有多种不同输入输出的构件的原生

圈，并且它是哈密尔顿圈，其初始偏差度为 0。然后对每个构件进行若干次扩张，因

为输入输出种类丰富，所以扩张的偏差度增量也很丰富，进而很有可能扩张(增量的线

性组合)出大范围连续的偏差度。再辅以一些理论分析，确定偏差度的上下界，我们就

可以得到偏差度的分布，进而知道圈长的分布，有无(弱)(偶)泛圈性等。 

对于𝑘为奇数时，我们的确找到了这样的哈密尔顿型的原生圈，能完全确定

𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)的圈长分布，得到定理 2。在𝑘 = 2时，原生圈很有限，可以穷尽，我们也能

完全确定𝐺𝑃(𝑛, 2)的圈长分布。当𝑘 ≥ 4为偶数，原生圈结构较为复杂，但我们猜想𝑘

越大，𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)具有弱泛圈性的可能性越大。限于时间和篇幅，我们把对于𝑘 ≥ 4为偶
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数的情况的分析作为下一步的工作，并在文末提出我们可能运用的一些思路和方法。 

 

本文的组织如下：在前言之后，第二部分我们确定𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)的围长、周长(定理 1)。

在第三部分，我们定义构件和其它相关的概念，并介绍如何运用构件分析圈结构。在

第四部分我们运用构件求出𝐺𝑃(𝑛, 2)的所有可能圈长分布(定理 3)。在第五部分我们运

用构件求出𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)且𝑘为奇数的所有可能圈长分布(定理 2)。第六部分是总结和展望。 
 

二、𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)的围长、周长 
 

定理 1. 若𝐺 = 𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)不同构于任意𝐺𝑃(𝑛, 𝑘′), 𝑘′ < 𝑘，则𝑔(𝐺) = 𝑚𝑖𝑛(
𝑛

(𝑛,𝑘)
, 𝑘 + 3, 8)。

当𝐺 ≠ 𝐺𝑃(6𝑡 + 5,2)，𝑐(𝐺) = 2𝑛，否则𝑐(𝐺) = 2𝑛 − 1； 

 
图4 𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)的 8-圈 

证明：𝐺的圈𝐶分为三种情况。第一、不含有任何轮辐边，即为内圈或外圈，这时圈长

较小的是内圈，长度为
𝑛

(𝑛,𝑘)
；第二、刚好包含 2 条轮辐边，圈𝐶包含内外圈的边数等于

1: 𝑘，圈长最小为𝑘 + 3；第三、包含 4 条或以上轮辐边，此时圈长至少为 8，而图 4 就

是一个长度为 8 的圈。综合就有𝑔(𝐺) = 𝑚𝑖𝑛(
𝑛

(𝑛,𝑘)
, 𝑘 + 3,8)。至于周长，根据引理 1 知

道当𝐺 ≠ 𝐺𝑃(6𝑡 + 5,2)，𝑐(𝐺) = 2𝑛，否则𝑐(𝐺) = 2𝑛 − 1。∎ 

 

引理 2: 𝑛为偶数，𝑘为奇数，则𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)是二部图，包含的圈的长度都是偶数。 

证明： 𝑛为偶数，可用 2 种颜色给外圈的顶点交替染色，而内圈的点𝑣𝑖染成和𝑢𝑖不同颜

色。这时，内圈一条边的 2 个端点的颜色是否相异等价于外圈 2 个距离为𝑘的顶点颜色

是否相异，而外圈距离为奇数的 2 个顶点肯定是异色的。所以𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)可 2-染色，是

二部图。而二部图的圈都是偶数长度的。∎ 
 

三、构件和其它相关的概念 
 

       在[7]中，Bondy 为了研究具有超哈密顿性的𝑛顶点图最少要有多少条边，他研究了

𝐺𝑃(𝑛, 2)的超哈密尔顿性，并证明了当𝑛为奇数时𝐺𝑃(𝑛, 2)就具有超哈密尔顿性。他的

方法非常简洁且富有启发性，本文基于 Bondy 的思路和方法，发展出“构件”这个重

要概念，运用代数方法分析“构件”如何环形排列拼接出不同长度的圈，从而更全面

地研究广义 Petersen 图的圈长分布。“构件”可作为研究广义 Petersen 图的圈和路结构

的一个强有力的工具。特别地，我们利用构件这个分析工具，完全解决了𝐺𝑃(𝑛, 2)和

𝐺𝑃(𝑛, 2𝑡 + 1)的圈长分布问题。 

 

3.1 定义 
 

    𝐺𝑃 (𝑛, 𝑘)的外圈和内圈都称为普通圈，其它圈称为非普通圈。显然，非普通圈一定
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包含大于 0 的偶数条轮辐边。 

    𝐺𝑃 (𝑛, 𝑘)的子图𝐶是一个非普通圈(以下除非特别声明，默认𝐶为非普通圈)，则𝐶与外

圈的交集是若干条互不相交的路，如图 5。不妨假设𝐶上按圆周顺序相邻的 2 条轮辐边

为𝑢𝑖𝑣𝑖  , 𝑢𝑗𝑣𝑗 ∈ 𝐸(𝐶), 𝑖 < 𝑗，记𝑈 = {𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑗}和𝑉 = {𝑣𝑖, 𝑣𝑖+1, … , 𝑣𝑗}。这时定义𝐶中

所 有 和 𝑈 或 𝑉 中 的 点 关 联 的 边 组 成 的 图 𝐺 为 构 件 。 即 𝐸(𝐺) =
{𝑢𝑣|{𝑢, 𝑣} ∩ (𝑈 ∪ 𝑉) ≠ ∅}, 𝑉(𝐺) = {𝑥|∃𝑦 𝑥𝑦 ∈ 𝐸(𝐺)}。 𝑈中的点称为构件𝐺的“外点 ”，

𝑉中的点称为构件𝐺的“内点 ”。路𝑢𝑖 − 𝑢𝑖+1 −⋯− 𝑢𝑗−1 − 𝑢𝑗，要么所有边都在𝐶上，

要么所有都不在𝐶上，前一情况构件称为“凸构件”，后一情况构件称为“凹构件”。 

  

图 5 𝐺𝑃(𝑛, 2)的圈𝐶和外圈相交 图 6 凸、凹构件组成示例 

 

一个圈𝐶由多个构件通过凹凸交替拼接而成。图 6 就是 2 个𝐺𝑃(𝑛, 2)的构件的例子，

粗线部分为构件𝐺，红色虚线是辅助性的，表示此边不属于𝐸(𝐶)。 

注意，外点和内点未必是𝐺的顶点，而是由𝐺的结构决定的外圈和内圈上的两组点。 

 

3.2 构件的关键属性 
 

我们定义𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)的一个非普通圈𝐶生成的构件𝐺的以下属性： 

设𝐺的外点为𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑗−1, 𝑢𝑗，内点为𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1, … , 𝑣𝑗−1, 𝑣𝑗，其中0 ≤ 𝑖 < 𝑗。 

 

1) 长度：路𝑢𝑖 − 𝑢𝑖+1 −⋯− 𝑢𝑗−1 − 𝑢𝑗的长度称为𝐺的长度，记作𝐿(𝐺)，显然𝐿(𝐺) =

𝑗 − 𝑖，而𝐿(𝐺) + 1就是外点总数，也是内点总数。 

2) 输入和输出：如图 7 所示，把沿坐标增大方向首次进入构件的𝑘条边是否属于𝐸(C)，

作为其输入𝐼(𝐺) = (𝜑(𝑖 − 𝑘), 𝜑(𝑖 − 𝑘 + 1), … , 𝜑(𝑖 − 1))。把最后离开构件的𝑘条边

是否属于𝐸(C)，作为其输出𝑂(𝐺) = (𝜑(𝑗 + 1 − 𝑘),𝜑(𝑗 + 2 − 𝑘),… , 𝜑(𝑗))， 其中，

函数 

𝜑(𝑠) = {
1   𝑣𝑠𝑣𝑠+𝑘 ∈ 𝐸(𝐶)

0   𝑣𝑠𝑣𝑠+𝑘 ∉ 𝐸(𝐶)
 

“输入”、“输出”对研究构件之间如何拼接成一个圈，非常重要。 

 
图 7 构件输入、输出的定义 
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3) 偏差度：如图 8 所示， 𝐺的内点和外点中不属于𝑉(𝐶)的个数，称为𝐺的偏差度，记

为𝑄(𝐺)。偏差度对于计算由多个构件拼接而成的圈的长度非常重要。  

 
图8 𝐺𝑃(𝑛, 3)中一个偏差度为 1 的凸构件 

 

3.3 构件各属性之间的关系 
 

 3.3.1 构件的输出由输入和长度决定 

 

引理 3: 𝑢𝑖𝑣𝑖是轮辐边，若𝑢𝑖𝑣𝑖 ∈ 𝐸(𝐶)，则𝜑(𝑖 − 𝑘) = 1 − 𝜑(𝑖)；若𝑢𝑖𝑣𝑖 ∉ 𝐸(𝐶)，则

𝜑(𝑖 − 𝑘) = 𝜑(𝑖)。 

 

证明： 

 
图 9 引理 3 的四种情况 

如图 9，实线代表边属于𝐸(𝐶)，虚线代表边不属于𝐸(𝐶)，根据𝑣𝑖只能在𝐶上 2 度或不在

𝐶上，共 4 种情况。逐一验证就可证明引理 3。∎ 

 

接着我们定义 3 类𝑘元 0-1 向量之间的函数变换: 

1) 𝐸(𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑘−1) = (𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑘−1)  恒等变换 

2) 𝑓(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘−1) = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘−1, 𝑥0)  循 环 左 移 ； 𝑓 的 逆

𝑓−1(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘−1) = (𝑥𝑘−1, 𝑥0, … , 𝑥𝑘−3, 𝑥𝑘−2) 循环右移 

3) ℎ𝑖(𝑥0, … , 𝑥𝑖 , … , 𝑥𝑘−1) = (𝑥0, … ,1 − 𝑥𝑖, … , 𝑥𝑘−1)，ℎ𝑖为第𝑖位取反(0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1)，而

对任意整数𝑠，定义ℎ𝑠 = ℎ𝑠 𝑚𝑜𝑑 𝑘。 

容易验证：𝑓𝑘 = 𝑓−𝑘 = ℎ𝑖
2 = 𝐸, ℎ𝑖ℎ𝑗 = ℎ𝑗ℎ𝑖。 

 

引理 4: 𝑠为任意整数，则ℎ𝑠𝑓 = 𝑓ℎ𝑠+1。 

证明：循环左移后的第𝑠位，是左移前的𝑠 + 1位，对其取反，相当于先对原来的第𝑠 +

1位取反，再进行循环左移。∎ 

 

𝑃1：𝐺为构件，则𝑂(𝐺) = 𝑓𝐿(𝐺)+1ℎ𝐿(𝐺)ℎ0(𝐼(𝐺)) = ℎ−1𝑓
𝐿(𝐺)+1ℎ0(𝐼(𝐺))。 

证明：根据定义， 𝐼(𝐺) = (𝜑(𝑖 − 𝑘), 𝜑(𝑖 − 𝑘 + 1),… , 𝜑(𝑖 − 1)) , 𝑂(𝐺) = (𝜑(𝑗 + 1 −

𝑘), 𝜑(𝑗 + 2 − 𝑘),… , 𝜑(𝑗))。对于任意 𝑠，向量 (𝜑(𝑠), 𝜑(𝑠 + 1),… , 𝜑(𝑠 + 𝑘 − 2), 𝜑(𝑠 +
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𝑘 − 1))到(𝜑(𝑠 + 1),… , 𝜑(𝑠 + 𝑘 − 2), 𝜑(𝑠 + 𝑘 − 1), 𝜑(𝑠 + 𝑘))的变换相当于前者的𝜑(𝑠)

变为 𝜑(𝑠 + 𝑘)，再循环左移一次。根据引理 3，如果𝑢𝑠+𝑘𝑣𝑠+𝑘在圈𝐶上， 𝜑(𝑠 + 𝑘) =

1 −  𝜑(𝑠)，变换为𝑓ℎ0；否则𝜑(𝑠 + 𝑘) =  𝜑(𝑠)，变换为𝑓。 

𝑠依次取值从𝑖 − 𝑘到𝑗 − 𝑘，这𝑗 − 𝑖 + 1个变换复合为从𝐼(𝐺)到𝑂(𝐺)的变换。因为只

有𝑢𝑖𝑣𝑖 , 𝑢𝑗𝑣𝑗在𝐺上，所以第 1 次变换为𝑓ℎ0，最后 1 次也是𝑓ℎ0，中间经过𝑗 − 𝑖 − 1 =

𝐿(𝐺) − 1次变换为𝑓。 

𝑂(𝐺) = 𝑓ℎ0 ∙ 𝑓
𝐿(𝐺)−1 ∙ 𝑓ℎ0(𝐼(𝐺)) = 𝑓ℎ0 ∙ 𝑓

𝐿(𝐺)ℎ0(𝐼(𝐺)) 
由引理 4，我们马上有 

𝑂(𝐺) = 𝑓𝐿(𝐺)+1ℎ𝐿(𝐺)ℎ0(𝐼(𝐺)) = ℎ−1𝑓
𝐿(𝐺)+1ℎ0(𝐼(𝐺)) 

命题得证。∎ 

 
图 10 𝐺𝑃(𝑛, 3)中 2 个长度为 1 的构件的输入和输出的关系 

 

当给定凹凸性、输入𝐼(𝐺)和长度𝐿(𝐺)，不仅可以确定输出𝑂(𝐺)，事实上，整个构

件𝐺都可以确定，因为外圈情况又凹凸性和长度决定，而内圈情况则由𝜑(𝑖 − 𝑘)到𝜑(𝑗)

决定，而它们由输入决定。图 10 是𝐺𝑃(𝑛, 3)中 2 个长度为 1 的构件的输入和输出的关

系，可以验证它们都满足𝑃1。 

 

3.3.2 构件之间的拼接关系 

 

    从 3.3.1 可以知道，一个构件完全由其凹凸性、长度和输入 3 者决定，多个构件相当

于多块积木，它们拼接起来围成一圈，进而构成一个圈𝐶，我们要研究的就是哪些积

木可以互相拼接。 

 

定义：构件之间的拼接关系。 

2 个凹凸性相反的构件𝐺1, 𝐺2，如果满足𝑓ℎ0(𝐼(𝐺2)) = 𝑂(𝐺1)，就称𝐺1, 𝐺2是可拼接

的，𝐺1为𝐺2的前驱构件(简称前驱)，称𝐺2为𝐺1的后续构件(简称后续)。注意，这里定义

的拼接关系是有序的。同一个圈𝐶产生的 2 个相邻的构件肯定是可拼接的，但是可以

依次拼接的构件拼成一个环，得到的是 2-正则图，但不一定是一个圈。 
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图 11: 𝐺𝑃(𝑛, 3)中 3 个可拼接的构件 

 

𝑃2 ：构件𝐺1, 𝐺2, 𝐺3是可拼接的，那么𝐼(𝐺3) = 𝑓𝐿(𝐺2)−1(𝑂(𝐺1))。 

证明：用类似𝑃1的证明方法，𝐺1的𝑘条输出边，变换到𝐺3的𝑘条输入边，中间没有碰到

过属于𝑉(𝐶)的轮辐边，所以是𝐿(𝐺2) − 1次循环左移。∎ 𝑃2说明了，𝐺1的输出和𝐺3的

输入是轮换关系，而且它们的凹凸性也是一样的，如图 11。 

 

3.3.3 偏差度的计算 

 

𝑃3：𝐺1, 𝐺2是可拼接的，𝐺2为凸构件，偏差度𝑄(𝐺2) = ∑ 𝑜𝑠̅
𝐿(𝐺2)−2
𝑠=0 ，其中𝑂(𝐺1) =

(𝑜0, 𝑜1, 𝑜2, … , 𝑜𝑘−1)，其中𝑜𝑠̅ = 1 − 𝑜𝑠, 𝑜𝑠 = 𝑜𝑠−𝑘(𝑠 > 𝑘)，下同。 

证明：因为𝐺2为凸构件，只有除两轮辐边端点外的𝐿(𝐺2) − 2个内点有可能不属于𝑉(𝐶)。

而这些内点是否属于 𝑉(𝐶)取决于𝑂(𝐺1)中 0 的个数并且以𝑘个点为周期重复。合起来有

偏差度𝑄(𝐺2) = ∑ 𝑜𝑠̅
𝐿(𝐺2)−2
𝑠=0 。∎ 

 

𝑃4：𝐺1, 𝐺2是可拼接的， 𝐺2为凹构件，偏差度𝑄(𝐺2) = 𝐿(𝐺2) − 1 + ∑ 𝑜𝑠̅
𝐿(𝐺2)−2
𝑠=0 ，其中

𝑂(𝐺1) = (𝑜0, 𝑜1, 𝑜2, … , 𝑜𝑘−1)。 

证明：证明方法完全类似𝑃3，只不过因为𝐺2为凹构件，外点必定有𝐿(𝐺2) − 1个不属于

𝑉(𝐶)，所以偏差度𝑄(𝐺2) = 𝐿(𝐺2) − 1 + ∑ 𝑜𝑠̅
𝐿(𝐺2)−2
𝑠=0 。∎ 

 

从可拼接的定义知道前驱构件的输出和本构件的输入可以互相转换，所以一个构

件的偏差度也是由凹凸性、输入和长度完全确定的。 

 

3.3.4 构件凸凹交替拼接成圈 

 

假设 2𝑚(𝑚 > 0)个构件𝐺0, 𝐺1, … , 𝐺2𝑚−1环接成为  𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)的一个圈𝐶，圈长

|𝑉(𝐶)| = 2𝑛 − 𝑟 (0 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑛 − 3)。定义𝑟为圈𝐶的偏差度。不失一般性地设𝐺0为凸构

件，同时为了方便表述，我们定义对于任意整数𝑖，𝐺𝑖 = 𝐺𝑖 𝑚𝑜𝑑 2𝑚。 

以下所有命题，都基于以上记号和假设。 

 

𝑃5：𝑟 = ∑ 𝑄(𝐺𝑖)
2𝑚−1
𝑖=0 。 

证明：根据圈和构件偏差度的定义马上得证。∎ 

 

𝑃6：𝐼(𝐺𝑖)中 1 的总个数和𝑂(𝐺𝑖)中 1 的总个数的奇偶性一样。 

证明：因为 2 次取反和轮换都不会改变 1 的总个数的奇偶性，根据𝑃1，命题成立。∎ 

 
图 12 𝐺𝑃(𝑛, 3)中的奇构件和偶构件例子 

 

定义：这时我们可以定义构件的奇偶性，若𝐼(𝐺𝑖)中 1 的总个数为偶数，则称为偶构件，
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否则称为奇构件。图 12 是奇偶构件的样例。 

 

𝑃7：构件𝐺1, 𝐺2是可拼接的，那么𝐺1, 𝐺2的奇偶性相反。 

证明：因为 1 次取反改变向量中 1 的总个数的奇偶性，而轮换不会改变向量中 1 的总

个数的奇偶性，再根据可拼接的定义𝑓ℎ0(𝐼(𝐺2)) = 𝑂(𝐺1)，可知命题成立。∎ 

 

       𝑃7说明了构件拼接不仅是凹凸交替的，而且是奇偶交替的。这样所有凸构件的奇

偶性一样，同理，所有凹构件的奇偶性一样。这种奇偶性的限制，对我们分析构件之

间的环接很重要，可以大大减少组合的可能性。接下来，我们将会证明当𝑘为奇数，而

所有凸构件都为偶的时候，环接产生的圈长都是偶数；而当所有凸构件都为奇的时候，

环接产生的圈长有下界为[
𝑛−1

𝑘
] + 3。 

 

𝑃8：若所有凸构件输入均不为全 0，即不存在0 ≤ 𝑖 < 𝑚，满足𝐼(𝐺2𝑖) = (0,0, … ,0)，则

非普通圈𝐶圈长不小于[
𝑛−1

𝑘
] + 3。 

证明：因为所有凸构件输入均不为全 0，根据𝑃2，所有凸构件输出也均不为全 0。所

以凹构件𝐺2𝑖+1至少有 [
𝐿(𝐺2𝑖+1)−1

𝑘
] + 4个点属于𝑉(𝐶)，故𝑄(𝐺2𝑖+1) ≤ 2𝐿(𝐺2𝑖+1) + 2 −

[
𝐿(𝐺2𝑖+1)−1

𝑘
] − 4 = 2𝐿(𝐺2𝑖+1) − [

𝐿(𝐺2𝑖+1)−1

𝑘
] − 2。另一方面，凸构件最多有𝐿(𝐺2𝑖) − 1个

内 点 不 属 于 𝑉(𝐶) ， 故 𝑄(𝐺2𝑖) ≤ 𝐿(𝐺2𝑖) − 1 。 根 据 𝑃5 ， 𝑟 = ∑ 𝑄(𝐺𝑖)
2𝑚−1
𝑖=0 ≤

∑ (𝐿(𝐺2𝑖) − 1)
𝑚−1
𝑖=0 + ∑ (2𝐿(𝐺2𝑖+1) − [

𝐿(𝐺2𝑖+1)−1

𝑘
] − 2)𝑚−1

𝑖=0 = 𝑛 − 3𝑚 + ∑ (𝐿(𝐺2𝑖+1) −
𝑚−1
𝑖=0

[
𝐿(𝐺2𝑖+1)−1

𝑘
])。又因为 [

𝐿(𝐺2𝑖+1)−1

𝑘
] ≥

𝐿(𝐺2𝑖+1)−1

𝑘
−
𝑘−1

𝑘
=

𝐿(𝐺2𝑖+1)

𝑘
− 1，所以 𝑟 ≤ 𝑛 − 3𝑚 +

∑ (𝐿(𝐺2𝑖+1) −
𝐿(𝐺2𝑖+1)

𝑘
+ 1)𝑚−1

𝑖=0 = 𝑛 − 2𝑚 +
𝑘−1

𝑘
∑ 𝐿(𝐺2𝑖+1)
𝑚−1
𝑖=0 。 又 𝑚 ≥

1, ∑ 𝐿(𝐺2𝑖+1)
𝑚−1
𝑖=0 ≤ 𝑛 −𝑚 ， 所 以 𝑟 ≤ 𝑛 − 2𝑚 +

𝑘−1

𝑘
(𝑛 − 𝑚) =

(2𝑘−1)𝑛−3𝑘𝑚+𝑚

𝑘
≤

(2𝑘−1)𝑛−3𝑘+1

𝑘
 。圈长2𝑛 − 𝑟 ≥ [

𝑛+3𝑘−1

𝑘
] = [

𝑛−1

𝑘
] + 3。∎ 𝑃8为我们分析所有凸构件输入均

不为全 0 时，𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)的偏差度分布提供了一个有用的上界2𝑛 − 3 − [
𝑛−1

𝑘
]。 

 

𝑃9：凸构件{𝐺2𝑖}中最多有一个的输入为全 0。最多有一个的输出为全 0。并且这 2 个

构件要么是同一个，要么是连续的。 

证明：因为输入为全 0 或者输出为全 0 都会在其前驱或者后继的凹构件形成一个圈𝐶无

法通过的隔离带，2 个以上的隔离带将形成≥2 个连通分支，这和𝐶是一个圈矛盾。又

根据𝑃2，这 2 个凸构件要么时同一个，要么是连续的(中间只隔着一个凹构件)。∎ 

 

从𝑃8可见，只有当存在凸构件的输入为全 0 时，才会环接成圈长 < [
𝑛−1

𝑘
] + 3的圈𝐶。

若𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)具有弱(偶)泛圈性，那么较小的圈长，必由一组包含有 2 个输入、输出分别

为全 0 的凸构件作为第一和最后一个凸构件环接而成，又或者𝐶就是一个有自圈的凸

构件。 

 

3.3.5 构件的扩张和收缩 

 

定义：构件𝐺𝑖长度增加 ∆𝐿之后，输入输出保持不变，并且令𝐶依然只有一个连通分支，

则称为𝐺𝑖的∆𝐿-扩张，又称𝐺𝑖为∆𝐿-可扩的；若∆𝐿 < 0，称为𝐺𝑖的∆𝐿-收缩，又称𝐺𝑖为

∆𝐿-可缩的。如果这种扩张/收缩可以反复迭代，那么我们称𝐺𝑖是可连续∆𝐿-扩张/收缩的。 
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𝑃10：任何构件都可连续𝑘-扩张，任何长度大于𝑘的构件都可连续𝑘-收缩。 

证明：不妨设构件的头 2 个外点为𝑢0, 𝑢1，在它们之间插入𝑘个点，然后引出𝑘条轮辐边，

轮辐边另一个端点，取其与前驱构件的𝑘条输出边的交点，这样构件复制了一份前驱构

件的输出，所以输入不变，因为长度增加了𝑘，根据𝑃1，输出也不变。另外，从扩张

方式可以知道，原来的内圈的𝑘条边一分为二，外圈的𝑢0𝑢1一分为𝑘 + 1，都是在一条

边增加若干内点，所以不改变原有的连通分支数，构件是𝑘－可扩的；反之，类似推理，

可知任何长度大于𝑘的构件都是𝑘-可缩的。而这种扩张/收缩显然是可以重复的。所以

任何构件都可连续𝑘-扩张，任何长度大于𝑘的构件都可连续𝑘-收缩。∎ 

 
图 13 𝐺𝑃(𝑛, 3)的构件的 3-扩张 

 

𝑃11：任何构件𝑘-扩张后，偏差度增量为常量。 

证明：设构件的前驱构件的输出为(𝑜0, 𝑜1, 𝑜2, … , 𝑜𝑘−1)，若构件𝐺𝑖为凸，偏差度𝑄(𝐺𝑖) =

∑ 𝑜𝑠̅
𝐿(𝐺𝑖)−2
𝑠=0 ，𝑘-扩张后，偏差度增量为∑ 𝑜𝑠̅

𝑘−1
𝑠=0 ；若构件𝐺𝑖为凹，偏差度𝑄(𝐺𝑖) = 𝐿(𝐺𝑖) −

1 + ∑ 𝑜𝑠̅
𝐿(𝐺𝑖)−2
𝑠=0 ，𝑘-扩张后，偏差度增量为𝑘 + ∑ 𝑜𝑠̅

𝑘−1
𝑠=0 。两者都仅取决于前驱构件的输

出，而前驱构件的输出又可以由构件自己的输入确定，𝑘-扩张后输入不变，所以偏差

度增量为常量。∎ 

 

定理 6：若𝑘是奇数并且所有环接的凸构件都是偶的，则圈𝐶的长度一定是偶数。 

证明：由𝑃11知道𝑘-扩张对凸构件的偏差度的增量为∆𝑟 = ∑ 𝑜𝑖̅
𝑘−1
𝑖=0 = 𝑘 − ∑ 𝑜𝑖

𝑘−1
𝑖=0 ，对凹

构件的增量为∆𝑟 = 𝑘 + ∑ 𝑜𝑖̅
𝑘−1
𝑖=0 = 2𝑘 − ∑ 𝑜𝑖

𝑘−1
𝑖=0 。其中(𝑜0, 𝑜1, 𝑜2, … , 𝑜𝑘−1)为其前驱构件

输出，对于凸构件而言，其前驱为奇构件，∑ 𝑜𝑖
𝑘−1
𝑖=0 为奇数，所以∆𝑟 = 𝑘 − ∑ 𝑜𝑖

𝑘−1
𝑖=0 为偶

数；对于凹构件而言，其前驱为偶构件，∑ 𝑜𝑖
𝑘−1
𝑖=0 为偶数，所以增量∆𝑟 = 2𝑘 − ∑ 𝑜𝑖

𝑘−1
𝑖=0

为偶数，即无论凹凸构件，偏差度增量∆𝑟都是偶数，而2𝑛 − 𝑟 ≡ 𝑟 (𝑚𝑜𝑑 2)，圈𝐶长度

的奇偶性和其偏差度𝑟的奇偶性一致，也就是说𝑘是奇数并且所有凸构件都是偶的时候，

𝑘-扩张保持圈长的奇偶性。又因为𝑛和𝑛 + 𝑘之中必定有一个是偶数，由引理 2 可知圈𝐶

的长度必然也是偶数。∎ 

 

之前𝑃8已经证明：若所有凸构件输入均不为全 0，则𝐶的圈长≥
𝑛

𝑘
+ 3 −

1

𝑘
>

𝑛

𝑘
。而包含

全 0 输入的凸构件一定是偶的，当𝑘是奇数，根据定理 6，不会产生奇圈。再之即使是

普通圈圈长也≥
𝑛

(𝑛,𝑘)
≥

𝑛

𝑘
，综合有以下推论： 

 

定理 5：当𝑘是奇数，𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)不会出现圈长小于
𝑛

𝑘
的奇圈。 
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𝑃12：如果前驱构件输出为全 0，则构件是连续 1-可扩和连续 1-可缩的(构件长度>1)。 

证明：前驱构件输出为全 0，根据可拼接的定义，构件𝐺的输入为ℎ0𝑓
−1(0, … ,0) =

(1,0, … ,0)，𝑂(𝐺) = ℎ−1𝑓
𝐿(𝐺)ℎ0(𝐼(𝐺)) = ℎ−1𝑓

𝐿(𝐺)(0, … ,0) = (0,0, … ,1)和𝐿(𝐺)无关。并

且𝐺如果凹的，增减外点仅延长或缩短完全与𝐶不相交的区域；𝐺如果凸的，增减外点

仅会延长或缩短其唯一的分支，都不会改变𝐶的连通分支数。所以构件是连续 1-可扩

和连续 1-可缩的(构件长度>1)。∎ 

 
图 14 𝐺𝑃(𝑛, 3)的构件的 1-扩张 

       1-扩张给扩张提供了比较大的灵活性，因为𝑘-扩张保持𝑛模𝑘的余数，而 1-扩张则

可以逐步改变此余数，又𝑘次 1-扩张等于𝑘-扩张，所以如果构件可以 1-扩张，我们只

需要考虑 1-扩张。另外从偏差度公式可以计算出，凸构件 1-扩张的偏差度增量为∆𝑟 =

1，凹构件扩张的偏差度增量为∆𝑟 = 2。 

 

从前面的分析看到，如果仅仅关心圈长变化，对构件的扩张，与扩张顺序无关，

而且只要是输入相同的构件，可以将扩张集中在其中一个构件上，这是因为基本扩张

对𝑛, 𝑟的影响仅和构件的输入有关。这种扩张的集中效应对我们分析圈长分布极为便利。

对一个圈的扩张，只需要对每种不同的输入选择一个构件作为代表进行扩张即可。 

 

定义：原生圈 

 

不可能再进行收缩的圈𝐶，称为“原生圈”。 

因为任何构件都可以连续𝑘-收缩，所以原生圈的构件长度都小于等于𝑘。𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)

所有长度为2𝑛 − 𝑟的圈都可由原生圈扩张而来。而扩张又可以集中在有限个不同输入

的构件，每种构件的扩张导致的偏差度增量都是固定的常数。所以我们只需要把原生

圈的结构研究清楚，列举出所有原生圈的圈型的初始外圈长度和偏差度。然后将不同

输入的构件的扩张次数作为变量，列出扩张后外圈长度= 𝑛，偏差度= 𝑟两个整数不定

方程。就可以通过不定方程可解性的分析，得出𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)所有圈长分布。 

对于特定的𝑘，原生圈中包含前置构件输出为全 1 的构件的哈密尔顿圈尤其重要，

它们扩张产生了所有其它的哈密尔顿圈。 

 

定义：构件状态转换图 

构件状态转换图是对“原生圈”的进一步抽象，用于表达构件的拼接关系。如下

图 15，列举了𝐺𝑃(𝑛, 2)原生圈中所有构件的状态转换图。方框代表凸构件(A~F)，有向

边代表凹构件。虚线的有向边代表一种特殊的凹构件，其前驱凸构件输出为全 0 而后

续凸构件的输入也为全 0，在前面的论述(𝑃9)里面我们知道，这样的凹构件仅能出现 1

次，同时它是连续 1-可扩的。 

方框内数字代表凸构件长度，方框左上角和右上角数字分别代表凸构件的输入和

输出。凹构件默认长度为 1，若有标注则长度以标注为准。因为凹构件的输入输出完
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全由前驱、后续的凸构件决定，所以在状态转换图中就不再特别标出。 

 

 
图 15 𝐺𝑃(𝑛, 2)的原生圈的构成 

 

定义：扩张方程组 

对于一个原生圈，从中选取不同输入的凸构件和不同输入的凹构件作为代表，进

行扩张，将扩张次数作为变量，那么我们可以列出 1) 各构件的每次扩张的偏差度增量

和扩张次数的线性组合等于目标偏差度和初始偏差度的差；2) 各个构件的扩张系数和

扩张次数的先行组合等于目标的外圈长度和初始外圈长度之差。这 2 个方程组成的方

程组，称为这个原生圈对应的扩张方程组，它有没有非负整数解，就决定了目标的偏

差度能否达到。 

 

四、𝐺𝑃(𝑛, 2)的圈长分布 
4.1 𝐺𝑃(𝑛, 2)的原生圈 

 

图 15 已穷尽了𝐺𝑃(𝑛, 2)原生圈中所有构件的连接关系，分为“封闭型”、“交错型”

和“孤立型”三大类。 

 

4.2 总体圈长分布 

 

在 4.3 节中我们将广义 Petersen 图𝐺 = 𝐺𝑃(𝑛, 2)的原生圈分类讨论，逐一分析偏差

度𝑟和𝑛的关系。我们先列出最终的结果是： 

 

定理 3. 𝐺𝑃(𝑛, 2)具体圈长分布如下： 

1) 当且仅当𝑛 ≢ 5 (𝑚𝑜𝑑 6)，𝐺𝑃(𝑛, 2)有哈密尔顿圈； 

2) 当且仅当𝑛 ≢ 4 (𝑚𝑜𝑑 6)，𝐺𝑃(𝑛, 2)有2𝑛 − 1圈； 

3) 所有的𝐺𝑃(𝑛, 2)都有圈长为5以及8~2𝑛 − 2的圈； 

4) 当且仅当𝑛 = 6,7,8,9,14，𝐺𝑃(𝑛, 2)有 7-圈； 

5) 当且仅当𝑛 = 5,6,7,9,12，𝐺𝑃(𝑛, 2)有 6-圈； 

6) 当且仅当𝑛 = 8，𝐺𝑃(𝑛, 2)有 4-圈； 

7) 当且仅当𝑛 = 6，𝐺𝑃(𝑛, 2)有 3-圈。 

 

𝑃13: 𝐺𝑃(𝑛, 2)中只有少数有限个𝑛值，有 3,4, 6 和 7-圈。 

证明：设圈为𝐶，圈长𝐿(= 3,4,6,7)，如果𝐶是普通圈，则𝑛 = 𝐿或者 2𝐿，即𝑛 =

6,7,8,12,14；如果𝐶是非普通圈则包含偶数条轮辐边。𝐶只能包含 2 条轮辐边，否则 4

条轮辐边已经有 8 个不同顶点，𝐿 ≥ 8，矛盾。又因为𝐺𝑃(𝑛, 2) ≠ 𝐺𝑃(𝑛, 1)，所以𝐶在外

圈、内圈的总边数大于 2，即𝐿 > 4，𝐿 = 6或 7。内圈每个圈的圈长都是𝑑 =
𝑛

(𝑛,2)
，所
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以设𝐶包含外圈𝑥条边，内圈𝑦条边，那么𝑥 + 𝑦 = 𝐿 − 2，除此之外，第 2 个方程有 4

种情况： 
𝑥

𝑦
= 2,

𝑛 − 𝑥

𝑦
= 2,

𝑥

𝑑 − 𝑦
= 2,

𝑛 − 𝑥

𝑑 − 𝑦
= 2 

所 有 的 解 (𝐿, 𝑥, 𝑦, 𝑛) 为(6,2,2,6)、(6,1,3,7)、(6,3,1,5)、(7,4,1,6)、(7,3,2,7)、(7,2,3,8)、

(7,1,4,9)。所以，所有可能取值为𝑛 = 5,6,7,8,9,12,14。综合有，𝑛 ≥ 15时𝐺𝑃(𝑛, 2)都没

有 3,4,6 和 7-圈。∎ 至此，我们证明了定理 3 的 4)~7)。 

 

4.3 封闭型圈 

      含 2 个不同凸构件，一个输入为全 0，一个输出为全 0，这样的原生圈，称为封闭

型圈。前面的讨论知道，这样的凸构件仅有一对，并且通过 1 个凹构件连接。 

 
图16 𝐺𝑃(𝑛, 2)的封闭型圈 

上图 16 的原生圈为𝐴 − [𝐵−]𝛾𝐶 − 𝐴，𝛾 ≥ 0。 

因为所有 B 最终都会跟 A、C 连通，而凹构件的前驱构件输出为全 0 或者全 1，

所以在这种封闭型圈中，所有凹构件都是 1-可扩的。 

设凸构件 A 进行 2-扩张𝛼次 (∆𝑟 = 1)，而凹构件 P 进行 1-扩张𝛽次 (∆𝑟 = 1)，凹

构件 Z 进行 1-扩张𝛿次(∆𝑟 = 2)。最后得到长2𝑛 − 𝑟的圈。我们可以列出扩张方程组： 

{
𝛼 + 𝛽 + 2𝛿 = 𝑟  − − − − − −−−−−(𝐼1)
2𝛼 + 𝛽 + 𝛿 + 4 + 3𝛾 = 𝑛  − − −− − −(𝐼2)

 

2(𝐼2) − (𝐼1) 整 理 得 ： 3𝛼 + 𝛽 = 2𝑛 − 8 − 𝑟 − 6𝛾 − −(𝐼3) 。 取 3𝛼 + 𝛽 = (2𝑛 − 8 −

𝑟) 𝑚𝑜𝑑 6，𝛾 = [
2𝑛−8−𝑟

6
] , 𝛿 =

𝑟−(𝛼+𝛽)

2
，因为 (𝛼, 𝛽) = (0,0), (0,1), (0,2), (1,0), (1,1), (1,2)，

3𝛼 + 𝛽分别取0,1,2,3,4,5，所以3𝛼 + 𝛽 = (2𝑛 − 8 − 𝑟) 𝑚𝑜𝑑 6一定可解，这时𝛼 + 𝛽的最

大值为 3。又满足(𝐼3)则𝛼 + 𝛽的奇偶性和𝑟一致，所以𝛿为整数。只需要3 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑛 − 8，

方程(𝐼1), (𝐼2)就有非负整数解。 

       令𝑟 = 2代入(𝐼1)，解得(𝛼, 𝛽, 𝛿) = (0,0,1), (1,1,0), (2,0,0), (0,2,0)，分别代入(𝐼2) 解

得𝑛 = 3𝛾 + 5,3𝛾 + 7,3𝛾 + 8,3𝛾 + 6，即所有𝑛 ≥ 5, 𝑟 = 2方程(𝐼1), (𝐼2)都有非负整数解。 

 我们有第一个结论( 𝐶1)： 
 

当2 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑛 − 8时，𝐺𝑃(𝑛, 2)有长2𝑛 − 𝑟的圈。 
 

前人已经证明了当且仅当𝑛 ≢ 5 (𝑚𝑜𝑑 6)，𝐺𝑃(𝑛, 2)有哈密尔顿圈，所以𝑟 = 0的情

况已经清楚。从定理 1 关于围长的证明中，可以知道𝑘 + 3圈一定存在，所以𝑟 = 2𝑛 −

5的情况也已经清楚。而𝑃13则分析清楚了𝑟 = 2𝑛 − 3,2𝑛 − 4,2𝑛 − 6,2𝑛 − 7的有限种可

能性。我们接下来仅需要讨论𝑟 = 1的情况。 

       令𝑟 = 1代入(𝐼1)，解得(𝛼, 𝛽, 𝛿) = (1,0,0), (0,1,0)，分别代入(𝐼2)解得𝑛 = 3𝛾 + 5或

𝑛 = 3𝛾 + 6。我们有第二个结论( 𝐶2)： 
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当𝑛 ≡ 0,2 (𝑚𝑜𝑑 3)，𝐺𝑃(𝑛, 2)有长2𝑛 − 1的圈。 
 

4.4 交错型圈 

 如下图 17，交错型圈是指𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)中不存在圈𝐶不能进入的隔离带，沿着圈𝐶可以

环绕𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)1 次以上，精确定义就是不存在输入为全 0 的凸构件的原生圈。因为孤立

型的原生圈(只有 2 条轮辐边)的偏差度一定大于 1，所以交错型原生圈是唯一需要讨论

是否存在2𝑛 − 1圈的情况。 

 如果圈𝐶长为2𝑛 − 1，则说明有且仅有一个构件的偏差度为 1，其余均为 0。如果

这构件是凹的，那么它必然是 W 或者 X，不妨设存在一个 W，那么 X 必然不能出现，

而且所有凹构件不可能扩张，否则必然会增加偏差度，而凸构件的长度为 1，这时 D

不能扩张，E 可以 2-扩张，但是无论如何扩张，最后得到的𝑛都是奇数；如果这构件是

凸的，那么偏差度必然是由 D 的一次 2-扩张而来，另外，W，X 不能出现，这时𝑛为

奇数，之后只能有 E 进行 2-扩张，但是𝑛的奇偶性不会改变。 

 
图 17 𝐺𝑃(𝑛, 2)的交错型原生圈 

于是我们有( 𝐶3)：当𝑛为奇数，𝐺𝑃(𝑛, 2)存在2𝑛 − 1圈。 

    综合( 𝐶2), ( 𝐶3)有：当且仅当𝑛 ≢ 4 (𝑚𝑜𝑑 6)，𝐺𝑃(𝑛, 2)有2𝑛 − 1圈。 

 

        至此，对于𝐺𝑃(𝑛, 2)，全部0 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑛 − 3的2𝑛 − 𝑟圈的存在性已经彻底清楚。证

明了定理 3. 𝐺𝑃(𝑛, 2)具体圈长分布如下： 

1) 当且仅当𝑛 ≢ 5 (𝑚𝑜𝑑 6)，𝐺𝑃(𝑛, 2)有哈密尔顿圈； 

2) 当且仅当𝑛 ≢ 4 (𝑚𝑜𝑑 6)，𝐺𝑃(𝑛, 2)有2𝑛 − 1圈； 

3) 所有的𝐺𝑃(𝑛, 2)都有圈长为5以及8~2𝑛 − 2的圈； 

4) 当且仅当𝑛 = 6,7,8,9,14，𝐺𝑃(𝑛, 2)有 7-圈； 

5) 当且仅当𝑛 = 5,6,7,9,12，𝐺𝑃(𝑛, 2)有 6-圈； 

6) 当且仅当𝑛 = 8，𝐺𝑃(𝑛, 2)有 4-圈； 

7) 当且仅当𝑛 = 6，𝐺𝑃(𝑛, 2)有 3-圈。 

 

下表(图 18)列举了𝑛从 5-18 的所有圈长分布，橙色表示有此长度的圈，灰色表示没有。 

 
图 18 𝐺𝑃(𝑛, 2)的圈长分布5 ≤ 𝑛 ≤ 18 
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五、𝑘为奇数，𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)的圈长分布 
 

    当𝑘为大于 0 的奇数，我们依次分析 4 种原生圈，从而得出： 

定理 2.若𝑘为奇数， 𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)的圈长分布如下： 

1）偶数长度的圈：𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)有长度为4𝑘到2𝑛 + 2 − 𝑘之间的所有偶数的圈。进一步，

当𝑛 ≥ 𝑘2 +
7

2
𝑘 − 4，𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)有长度为𝑔(𝐺)=6 or 8 到𝑐(𝐺) = 2𝑛之间的所有偶数的圈。

特别地，当𝑛为偶数，𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)是二部图，具有弱偶泛圈性； 

2）奇数长度的圈：只有𝑛为奇数，才有奇圈。设 𝑟′是𝑛除以𝑘的余数，𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)有长度

为[
𝑛

𝑘
] + ∆(𝑟′)到2𝑛 + 2 − 𝑘之间的所有奇数的圈。当𝑟′ > 1，𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)还有长度为[

𝑛

𝑘
] +

∆(𝑟′) − 4的圈； 当𝑟′ = 0，𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)还有长度 [
𝑛

𝑘
]的圈。其中 

∆(𝑟′) =

{
 
 

 
 

6                             (𝑟′ = 0)

3                             (𝑟′ = 1)

6 + 𝑟′              (2 ≤ 𝑟′ <
𝑘 + 1

2
)

𝑘 + 7 − 𝑟′             (𝑟′ ≥
𝑘 + 1

2
)

 

5.1封闭型原生哈密尔顿圈 

 
图 19  封闭型的原生哈密尔顿圈(𝑘为奇数) 

 

图20  𝑘＝5时的封闭型的原生哈密尔顿圈 

上图 19 的原生图为：𝐴1 − 𝐴2 −⋯− 𝐴𝑘−1
2

− [𝐵 − 𝐷 −]𝛾𝐵 − 𝐶𝑘−1
2

−⋯− 𝐶2 − 𝐶1 −

𝐴1，𝛾 ≥ 0。图 20 的是𝑘 = 5的具体情况。凸构件𝐴1输入为全 0，是偶构件，𝑘又是奇

数，根据定理 6，𝑟必定为偶数。 
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图21 𝐶𝑎𝑠𝑒1 𝛾 = 0 

    我们先证明图 19 确实是一个圈。我们对𝛾进行数学归纳法证明。当𝛾 = 0，如图 21

所示，𝐴1使𝐶1, 𝐶𝑘−1
2

连通，𝐴2使𝐶𝑘−1
2

, 𝐶𝑘−3
2

连通，…，𝐴𝑘−1
2

使𝐶2, 𝐶1连通。所以任意𝐴𝑖和𝐶𝑗

都是连通的，而 B、D 必定和某些𝐴𝑖和𝐶𝑗连通，所以图 21 是一个圈。当𝛾 = 𝑁 > 0，如

图 22，把第一个 D 改造为
𝑘−1

2
个凸构件𝐴′1, 𝐴′2, … , 𝐴′𝑘−1

2

，然后删除𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑘−1
2

和第

一个 B，新图相当于𝛾 = 𝑁 − 1。原图中与𝐴1连通等价于与新图中𝐴′𝑘−1
2

连通，原图中与

𝐴2连通等价于与新图中𝐴′1连通，…，原图中与𝐴𝑘−1
2

连通等价于与新图中𝐴′𝑘−3
2

连通。根

据归纳假设任意𝐴′𝑖和𝐶𝑗都连通，所以𝐴𝑖和𝐶𝑗也连通，图 22 是一个圈。根据数学归纳法，

图 19 也是一个圈。∎ 

 
图22   𝛾 = 𝑁归约为𝛾 = 𝑁 − 1的情况 

 

     原生圈初始偏差度为 0，外圈长度为2𝑘 + (𝑘 + 2)𝛾。假设凹构件𝑍0做𝛼次 1-扩张

(∆𝑟 = 2)。凸构件 B 做𝜃0次𝑘-扩张(∆𝑟 = 0)，凸构件 𝐴𝑘+1
2
−𝑖
做𝜃𝑖次𝑘-扩张(∆𝑟 = 2𝑖, 𝑖 =

1,2, … ,
𝑘−1

2
) ，凹构件𝑍𝑘−𝑖做𝜃𝑖次𝑘-扩张(∆𝑟 = 2𝑖, 𝑖 =

𝑘+1

2
,
𝑘+3

2
, … , 𝑘 − 1)。最后得到长

2𝑛 − 𝑟的圈。那么我们可以列出扩张方程组如下： 

{
 
 

 
 
2𝛼 +∑2𝑖𝜃𝑖

𝑘−1

𝑖=0

= 𝑟   − − − − − − −−− (𝐾1)

𝛼 + 𝑘∑𝜃𝑖

𝑘−1

𝑖=0

+ 2𝑘 + (𝑘 + 2)𝛾 = 𝑛 − − − (𝐾2)

 

    将𝑛, 𝑟视为常数，我们分析𝑛, 𝑟满足何种关系时，方程有非负整数解𝛼, 𝛾, 𝜃𝑖(𝑖 =

0,1, … , 𝑘 − 1)。 

从(𝐾1), (𝐾2)得出等价方程组 
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{
 
 

 
 
𝛼 +∑𝑖𝜃𝑖

𝑘−1

𝑖=0

=
𝑟

2
   − − −− − − −−−−−−(𝐾1

′)

∑(𝑘 − 𝑖)𝜃𝑖

𝑘−1

𝑖=0

+ (𝑘 + 2)𝛾 = 𝑛 −
𝑟

2
− 2𝑘 − − − (𝐾2

′)

 

令𝑃(𝜃0, 𝜃1, … , 𝜃𝑘−1) = ∑ (𝑘 − 𝑖)𝜃𝑖
𝑘−1
𝑖=0 = ∑ 𝑖𝜃𝑘−𝑖

𝑘
𝑖=1 ，𝑄(𝜃0, 𝜃1, … , 𝜃𝑘−1) = ∑ 𝑖𝜃𝑖

𝑘−1
𝑖=0 。

注意到𝑃(𝜃0, 𝜃1, … , 𝜃𝑘−1)可以取值0~𝑘 + 1而对应的𝑄(𝜃0, 𝜃1, … , 𝜃𝑘−1)最大值为𝑘 − 1，

具体如下： 

𝑃(0,0, … ,0) = 0, 𝑄(0,0, … ,0) = 0 

𝑃(1,0, … ,0) = 𝑘, 𝑄(1,0, … ,0) = 0 

𝑃(0,0, … , 𝜃𝑘−𝑖 = 1,… ,0) = 𝑖, 𝑄(0,0, … , 𝜃𝑘−𝑖 = 1,… ,0) = 𝑘 − 𝑖 (𝑖 = 1,2, . . , 𝑘 − 1) 

𝑃 (0,0, … , 𝜃𝑘−1
2
= 2,… ,0) = 𝑘 + 1, 𝑄 (0,0, … , 𝜃𝑘−1

2
= 2,… ,0) = 𝑘 − 1 

若𝑛 −
𝑟

2
− 2𝑘 ≥ 0且

𝑟

2
≥ 𝑘 − 1则(𝐾1

′), (𝐾2
′)有非负整数解： 

𝛾 = [
𝑛 −

𝑟
2 − 2𝑘

𝑘 + 2
] , 𝑃(𝜃0, 𝜃1, … , 𝜃𝑘−1) = (𝑛 −

𝑟

2
− 2𝑘)𝑚𝑜𝑑 (𝑘 + 2), 𝛼

=
𝑟

2
− 𝑄(𝜃0, 𝜃1, … , 𝜃𝑘−1) 

所以有结论(𝐶1𝑎):当𝑘为奇数，𝑟可以取[2𝑘 − 2,2𝑛 − 4𝑘]中所有偶数。特别地，𝑘 =

1时，𝑟可以取[0,2𝑛 − 4]中所有偶数，即𝑛偶数，𝐺𝑃(𝑛, 1)为偶泛圈(定理 4)。 

进一步分析𝑟 < 2𝑘 − 2的情况。(𝐾1
′)中只有𝜃0的系数为 0，为了使𝑟更小，应该使

𝜃0尽可能大，而𝜃1, … , 𝜃𝑘−1, 𝛾都尽可能小。所以不妨令𝜃1 = ⋯ = 𝜃𝑘−1 = 0。此时根据

(𝐾2
′)，2𝛾 ≡ 𝑛 −

𝑟

2
 (𝑚𝑜𝑑 𝑘)。{0,1, … , 𝑘 − 1}中必有一个𝛾′使得

𝑟

2
≡ 𝑛 − 2𝛾′ (𝑚𝑜𝑑 𝑘)，取

𝛾 = 𝛾′，𝜃0 =
𝑛−

𝑟

2
−2𝑘−(𝑘+2)𝛾′

𝑘
， 𝛼 =

𝑟

2
，只需要𝑛 −

𝑟

2
− 2𝑘 − (𝑘 + 2)𝛾′ ≥ 0，(𝐾1

′), (𝐾2
′)有

非负整数解。𝑛 −
𝑟

2
≥ 2𝑘 + (𝑘 + 2)(𝑘 − 1) = 𝑘2 + 3𝑘 − 2是𝑛 −

𝑟

2
≥ 2𝛾′ + 2𝑘 + 𝑘𝛾′的充

分条件。所以当𝑛 −
𝑟

2
≥ 𝑘2 + 3𝑘 − 2时，方程(𝐾1

′), (𝐾2
′)有非负整数解。 

这时要求0 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑛 − 2(𝑘2 + 3𝑘 − 2)，其上界比2𝑛 − 4𝑘要小，但是其下界为 0，

这对于较大的圈长的分布是一个有用的结论，即 (𝐶1𝑏)： 

当𝑘为奇数，𝑟可以取 [0,2𝑛 − 2𝑘2 − 6𝑘 + 4]中的所有偶数。 

综合有(𝐶1𝑐) ： 

当𝑘为奇数，𝑟可以取 [0,2𝑛 − 2𝑘2 − 6𝑘 + 4] ∪ [2𝑘 − 2,2𝑛 − 4𝑘] 中的所有偶数。 

 

5.2交错型原生哈密尔顿圈 

 
图23  交错型的原生图 



 22 

 
图24  交错型的原生图的哈密尔顿性 

 

   上图23的原生图为：[𝐴1 − 𝐴2 −⋯− 𝐴𝑘−1
2

− 𝐵 − 𝐶𝑘−1
2

−⋯− 𝐶2 − 𝐶1−]
𝛾𝐴1, 𝛾 ≥ 1。 

   我们现在证明图23是一个哈密尔顿圈。 

   从图24很容易看到虚线框内是一个基本单元，循环𝛾 ≥ 1次，我们从左到右依次编号

为单元1,2, … , 𝛾，单元𝑖内的𝐴𝑗 , 𝐶𝑗分别记为𝐴𝑗
(𝑖)
, 𝐶𝑗

(𝑖)
。𝐴𝑘−1

2

(𝑖−1)
, 𝐴1

(𝑖)
通过𝐵(𝑖−1), 𝐶1

(𝑖−2)
连通，

𝐴1
(𝑖)
, 𝐴2

(𝑖)
通过𝐶𝑘−1

2

(𝑖−1)
连通，𝐴2

(𝑖)
, 𝐴3

(𝑖)
通过𝐶𝑘−3

2

(𝑖−1)
连通，…，𝐴𝑘−3

2

(𝑖)
, 𝐴𝑘−1

2

(𝑖)
通过𝐶2

(𝑖−1)
连通，

𝐴𝑘−1
2

(𝑖)
, 𝐴1

(𝑖+1)
通过𝐶1

(𝑖−1)
, 𝐵(𝑖)连通。形成链𝐴𝑘−1

2

(𝑖−1)
− 𝐴1

(𝑖) − 𝐴2
(𝑖) −⋯− 𝐴𝑘−1

2

(𝑖)
− 𝐴1

(𝑖+1)，所以

任意𝐴𝑗1
(𝑖1)和𝐴𝑗2

(𝑖2)都是连通的，对称地任意𝐶𝑗1
(𝑖1)和𝐶𝑗2

(𝑖2)都是连通的，所以图23是一个圈。

而图23的所有构件的长度都是 1，偏差度为 0，所以是哈密尔顿圈。∎ 

 

    原生圈初始偏差度为 0，外圈长度为2𝑘𝛾。注意到凸构件 B 的前驱构件输出为全 0，

所以 B 是连续 1-可扩的。假设凸构件 B 做𝜃0次1-扩张(∆𝑟 = 1)，凸构件 𝐴𝑖做𝜃𝑖次𝑘-扩

张(∆𝑟 = 2𝑖 − 1, 𝑖 = 1,2, … ,
𝑘−1

2
)，凹构件𝑍

𝑖−
𝑘−1

2

做𝜃𝑖次𝑘-扩张(∆𝑟 = 2𝑖 + 1, 𝑖 =

𝑘+1

2
,
𝑘+3

2
, … , 𝑘 − 1)。最后得到长2𝑛 − 𝑟的圈。我们可以列出方程如下： 

{
 
 
 

 
 
 

𝜃0 +∑(2𝑖 − 1)𝜃𝑖

𝑘−1
2

𝑖=1

+ ∑ (2𝑖 + 1)𝜃𝑖

𝑘−1

𝑖=
𝑘+1
2

= 𝑟   − − − −(𝐾3)

𝜃0 + 𝑘∑𝜃𝑖

𝑘−1

𝑖=1

+ 2𝑘𝛾 = 𝑛 − − − − −−−−−−−−(𝐾4)

 

(𝐾4) − (𝐾3)再除以 2 化简得： 

∑𝑖(𝜃𝑘+1
2
−𝑖

𝑘−1
2

𝑖=1

− 𝜃𝑘−1
2
+𝑖
) =

𝑛 − 𝑟

2
− 𝑘𝛾 − − − − − (𝐾3

′) 

令 𝑃(𝜃1, … , 𝜃𝑘−1) = ∑ 𝑖(𝜃𝑘+1
2
−𝑖

𝑘−1

2

𝑖=1
− 𝜃𝑘−1

2
+𝑖
) ， 𝑄(𝜃1, … , 𝜃𝑘−1) = ∑ (2𝑖 − 1)𝜃𝑖

𝑘−1

2

𝑖=1
+

∑ (2𝑖 + 1)𝜃𝑖
𝑘−1

𝑖=
𝑘+1

2

。注意到𝑃(𝜃1, … , 𝜃𝑘−1)可以取值0~𝑘 − 1而对应的𝑄(𝜃0, 𝜃1, … , 𝜃𝑘−1)最

大值为𝑘 − 1，具体如下： 

𝑃(0,0, … ,0) = 0, 𝑄(0,0, … ,0) = 0 

𝑃 (0,0, … , 𝜃𝑘+1
2
−𝑖
= 1,… ,0) = 𝑖, 𝑄 (0,0, … , 𝜃𝑘+1

2
−𝑖
= 1,… ,0) = 𝑘 − 2𝑖 (𝑖 = 1,2, . . ,

𝑘 − 1

2
) 
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𝑃 (1,0, … , 𝜃𝑘+1
2
−𝑖
= 1,… ,0) =

𝑘 − 1

2
+ 𝑖, 𝑄 (1,0, … , 𝜃𝑘+1

2
−𝑖
= 1,… ,0) = 𝑘 + 1 − 2𝑖 (𝑖

= 1,2, . . ,
𝑘 − 3

2
) 

𝑃(2,0, … ,0) = 𝑘 − 1, 𝑄(2,0, … ,0) = 2 

由(𝐾3
′)，𝑛, 𝑟奇偶性相同。若

𝑛−𝑟

2
≥ 𝑘且𝑟 ≥ 𝑘 − 1则(𝐾3), (𝐾4)有非负整数解： 

𝛾 = [

𝑛 − 𝑟
2
𝑘

] ≥ 1, 𝑃(𝜃1, … , 𝜃𝑘−1) = (
𝑛 − 𝑟

2
)𝑚𝑜𝑑 𝑘, 𝜃0 = 𝑟 − 𝑄(𝜃1, … , 𝜃𝑘−1) 

 

所以有结论(𝐶2𝑎): 
 

当𝑘为奇数，𝑟可以取[𝑘 − 1, 𝑛 − 2𝑘]中所有与𝑛奇偶性一样的整数。 

 

结合 (𝐶1𝑐):当𝑘为奇数，𝑟可以取[0,2𝑛 − 2𝑘2 − 6𝑘 + 4] ∪ [2𝑘 − 2,2𝑛 − 4𝑘]中所有

偶数。若𝑛 − 2𝑘 ≥ 2𝑘 − 4且为偶数，即 

当𝑘为奇数，𝑛 ≥ 4𝑘 − 4且为偶数，𝑟可以取[𝑘 − 1,2𝑛 − 4𝑘]中所有偶数。 

特别地，当𝑘 = 3, 𝑛为大于等于4𝑘 − 4 = 8的偶数，𝑟可以取[2,2𝑛 − 12]中所有偶

数。𝐺𝑃(𝑛, 3) (𝑛 ≥ 8)有哈密顿圈是前人已证明的(引理 1)。而 6 圈(两条轮辐边构成的

最小的圈)和 8 圈(参考 5.3)天然存在，所以我们可以得出： 

 

当𝑛 ≥ 8为偶数，𝐺𝑃(𝑛, 3) 具有弱偶泛圈性。(定理 4) 

 

    现在我们考察更小的圈，
𝑛−𝑟

2
< 𝑘的情况 ，此时(𝐾3

′)两边取反整理得 

∑𝑖(𝜃𝑘−1
2
+𝑖
− 𝜃𝑘+1

2
−𝑖

𝑘−1
2

𝑖=1

) = 𝑘(𝛾 − 1) +
𝑟 − 𝑛 + 2𝑘

2
－－－－－(𝐾4

′) 

令𝑘′ =
𝑘−1

2
, 𝛼 =

𝑟−𝑛+2𝑘

2
，取𝛾 = 1, 𝜃𝑘−1 = [

𝛼

𝑘′
] , 𝑟′ = 𝛼 𝑚𝑜𝑑 𝑘′，若𝑟′ > 0，则令𝜃𝑘−1

2
+𝑟′

=

1，其余𝜃𝑖 = 0 (𝑖 ≠ 𝑘 − 1, 𝑟′)，可以令(𝐾4
′)成立。此时 

𝑟 − 𝜃0 =∑(2𝑖 − 1)𝜃𝑖

𝑘−1
2

𝑖=1

+ ∑ (2𝑖 + 1)𝜃𝑖

𝑘−1

𝑖=
𝑘+1
2

 

       = {
(2𝑘 − 1)𝜃𝑘−1 + (𝑘 + 2𝑟

′)            𝑟′ > 0
(2𝑘 − 1)𝜃𝑘−1                                   𝑟

′ = 0
。 

当𝑟 ≥ (2𝑘 − 1)
𝛼

𝑘′
+ (𝑘 + 2(𝑘′ − 2))时，𝜃0 ≥ 0，(𝐾3), (𝐾4)有非负整数解。将𝑘 = 2𝑘′ +

1代入不等式有，𝑟 ≥ (4𝑘′ + 1)
𝑟−𝑛+4𝑘′+2

2𝑘′
+ 4𝑘′ − 3，整理得𝑟 ≤

2𝑘−1

𝑘
𝑛 − 6𝑘 −

8

𝑘
。 

所以有(𝐶2𝑏)： 

当𝑘, 𝑛, 𝑟均为奇数， 𝑟可以取[𝑘 − 2,
2𝑘−1

𝑘
𝑛 − 6𝑘 −

8

𝑘
]中所有奇数。 

由𝑃8，𝑘为奇数时，其非普通的奇圈的最小圈长为
𝑛+3𝑘−1

𝑘
，偏差度最大值为

2𝑘−1

𝑘
𝑛 − 3 +

1

𝑘
，而

2𝑘−1

𝑘
𝑛 − 6𝑘 −

8

𝑘
和最大值差距为6𝑘 − 3 +

9

𝑘
，已经较为接近，我们需

要继续寻找圈长更小的奇圈(参见 5.4)。 
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5.3稀疏的封闭型原生圈 

 
图 25  2 个凸构件组成的封闭型原生圈 

    上图25是 2 个凸构件组成的封闭型原生圈，𝑥可取值1,2, … , 𝑘 − 1，可以直接计算出

初始圈长为2𝑥 + 6，初始外圈长度为𝑘 + 𝑥 + 1，偏差度为2(𝑘 + 𝑥 + 1) − (2𝑥 + 6) =

2𝑘 − 4。𝛼次𝑘-扩张 A(∆𝑟 = 𝑘 − 1)，𝛽次 1-扩张 Z(∆𝑟 = 2)，最后得到长2𝑛 − 𝑟的圈。

那么我们可以列出方程如下： 

{
(𝑘 − 1)𝛼 + 2𝛽 + 2𝑘 − 4 = 𝑟   − − − −(𝐾3)
𝑘𝛼 + 𝛽 + 𝑘 + 𝑥 + 1 = 𝑛    − − − −− −(𝐾4)

 

    解得：𝑟＝2𝑛 − 2𝑥 − 6 − (𝑘 + 1)𝛼。根据(𝐾4)，𝛽 = 𝑛 − 𝑘 − 𝑥 − 1 − 𝑘𝛼，若𝛼 ≤
𝑛

𝑘
−

2，则𝑘𝛼 ≤ 𝑛 − 𝑘 − (𝑘 − 1) − 1 ≤ 𝑛 − 𝑘 − 𝑥 − 1，可推出𝛽 ≥ 0。所以𝛼可以取 0 到

[
𝑛

𝑘
] − 2，𝑥任意取 1 到𝑘 − 1，方程都有非负整数解𝛼, 𝛽。此时𝑟取𝐼𝛼 = [2𝑛 − 2𝑘 − 4 −

(𝑘 + 1)𝛼, 2𝑛 − 8 − (𝑘 + 1)𝛼] 中 的 所 有 偶 数 (𝛼 = 0,1, … , [
𝑛

𝑘
] − 2) 。 因 为 2𝑛 − 8 −

(𝑘 + 1)(𝛼 + 1) ≥ 2𝑛 − 2𝑘 − 4 − (𝑘 + 1)𝛼 − 2等价于𝑘 ≥ 3，所以这些闭区间𝐼𝛼可以合

并为[2𝑛 − 2𝑘 − 4 − (𝑘 + 1) ([
𝑛

𝑘
] − 2) , 2𝑛 − 8] = [2𝑛 − 2 − (𝑘 + 1) [

𝑛

𝑘
] , 2𝑛 − 8]，𝑟可以

取得此闭区间中所有偶数。 

从 Case 1 已知道𝑛 ≥ 4𝑘 − 4，𝑟可以取 [𝑘 − 2,2𝑛 − 4𝑘]中所有偶数。若2𝑛 − 4𝑘 ≥

2𝑛 − 2 − (𝑘 + 1) [
𝑛

𝑘
] − 2，即4𝑘 ≤ (𝑘 + 1) [

𝑛

𝑘
] − − − −(𝐾5)，就可以合并  [𝑘 − 2,2𝑛 −

4𝑘]和 [2𝑛 − 2 − (𝑘 + 1) [
𝑛

𝑘
] , 2𝑛 − 8]为[𝑘 − 2,2𝑛 − 8]。又因为[

𝑛

𝑘
] ≥

𝑛

𝑘
−
𝑘−1

𝑘
，(𝐾5)的充

分条件为
𝑘+1

𝑘
𝑛 −

(𝑘−1)(𝑘+1)

𝑘
≥ 4𝑘，化简得𝑛 ≥

𝑘

𝑘+1
(4𝑘) + 𝑘 − 1 = 5 𝑘 − 5 +

4

𝑘+1
−−−

−(𝐾6)。(𝐾6)的充分条件为𝑛 ≥ 5𝑘 − 4，所以𝑟可以取得[𝑘 − 2,2𝑛 − 8]中所有偶数。综

合有(𝐶3𝑎)： 

当𝑘为奇数且𝑛 ≥ 5𝑘 − 4时，𝑟可以取得[𝑘 − 2,2𝑛 − 8]中所有偶数。即𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)有

长度为 8 到2𝑛 − 𝑘 + 2之间的任一偶数的圈。 

由(𝐶1𝑏)：当𝑘为奇数，𝑟可以取  [0,2𝑛 − 2𝑘2 − 6𝑘 + 4]中的所有偶数。当2𝑛 −

2𝑘2 − 6𝑘 + 4 ≥ 𝑘 − 4，即𝑛 ≥ 𝑘2 +
7

2
𝑘 − 4，而当𝑘 ≥ 3，𝑘2 +

7

2
𝑘 − 4 ≥ 5𝑘 − 4，所以

有(𝐶3𝑏)： 

当𝑘为奇数，𝑛 ≥ 𝑘2 +
7

2
𝑘 − 4，𝑟可以取得[0,2𝑛 − 8]中所有偶数。 

注意到内圈长度为
𝑛

(𝑛,𝑘)
≥

𝑛

𝑘
≥ 𝑘 + 3.5 −

4

𝑘
> 4，所以𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)的围长𝑚𝑖𝑛 (

𝑛

(𝑛,𝑘)
, 𝑘 +

3,8) ≥ 6，而即使还有长为 6 的圈，因为 6 和 8 是连续的偶数，我们可以得出以下结论： 

当𝑘为奇数，𝑛为偶数且𝑛 ≥ 𝑘2 +
7

2
𝑘 − 4时，𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)具有弱偶泛圈性。 

 

5.1~5.3 已经搞清楚了偶数圈长的分布。以下 5.4，我们仅研究奇圈。 

 

5.4稀疏的交错型原生圈 
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图26 几－又交替型原生圈 

 

   上图26是一个几－又交替型原生圈。初始外圈长度2𝑘 + 1 − 𝑥，偏差度4𝑘 − 3𝑥 − 5。

注意凸构件 E 是 1-可扩的，我们假设 E 连续𝛼次 1-扩张(∆𝑟 = 1)，而凹构件 V 连续𝛽次

𝑘-扩张(∆𝑟 = 2𝑘 − 1)，得到方程如下： 

{
𝛼 + (2𝑘 − 1)𝛽 + 4𝑘 − 3𝑥 − 5 = 𝑟    − − − − − − − −(𝐾5)
𝛼 + 𝑘𝛽 + 2𝑘 + 1 − 𝑥 = 𝑛     − − − − − − −−−− − (𝐾6)

 

解得：𝛽 =
𝑛−1+𝑥−𝛼−2𝑘

𝑘
, 𝑟 = (2𝑘 − 1)

𝑛−1+𝑥−𝛼

𝑘
− 3𝑥 − 3 + 𝛼，其中1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑘 − 1。 

只要选取𝛼 + 1 − 𝑥 ≡ 𝑛 (𝑚𝑜𝑑 𝑘), 𝑟, 𝛽即为整数。令𝑟′ ≡ 𝑛 (𝑚𝑜𝑑 𝑘) (0 ≤ 𝑟′ ≤ 𝑘 −

1), 𝑛 = 𝑎𝑘 + 𝑟′(𝑎 ≥ 2)，取𝛼 = 𝑥 + 𝑟′ − 1 + 𝑎′𝑘(0 ≤ 𝑎′ ≤ 𝑎 − 2)即可满足𝛼 + 1 − 𝑥 ≡

𝑛 (𝑚𝑜𝑑 𝑘)，并且𝑘𝛽 = 𝑛 − 1 + 𝑥 − 𝛼 − 2𝑘 = 𝑛 − 𝑟′ − 𝑎′𝑘 − 2𝑘 = (𝑎 − 𝑎′ − 2)𝑘 ≥ 0，

又𝑥 ≥ 1, 𝛼 ≥ 1 + (−1) = 0，此时我们只需要保证𝑟 ≥ 0即可使得(𝐾5), (𝐾6)又非负整数

解。 

𝑟 = (2𝑘 − 1)
𝑛 − 𝑟′ − 𝑎′𝑘

𝑘
− 2𝑥 − 4 + 𝑟′ + 𝑎′𝑘 = (𝑘 − 1)(𝑎 − 𝑎′) + 𝑛 − 4 − 2𝑥 

𝑟可以取[(𝑘 − 1)(𝑎 − 𝑎′) + 𝑛 − 2𝑘 − 2, (𝑘 − 1)(𝑎 − 𝑎′) + 𝑛 − 6]中的所有奇数，而因为
(𝑘 − 1)(𝑎 − 𝑎′)) + 𝑛 − 2𝑘 − 2 − 2 ≤ (𝑘 − 1)(𝑎 − (𝑎′ − 1)) + 𝑛 − 6所以𝑎′ = 0,1, … , 𝑎 −

2的区间可以合并为[𝑛 − 4𝑘 − 4, (𝑘 − 1)[
𝑛

𝑘
] + 𝑛 − 6]。 

    我们对𝑛 = 𝑎𝑘 + 𝑟′(𝑎 ≥ 2)稍微调整为𝑛 = 𝑎∗𝑘 + 𝑟∗(𝑎∗ ≥ 1, 𝑟∗ = 2,3, . . , 𝑘, 𝑘 + 1) 

令𝑥 = 𝑘 − 𝑟∗ + 1 + 𝛼,此时𝛽 =
𝑛−1+𝑥−𝛼−2𝑘

𝑘
= 𝑎∗ − 1 ≥ 0，𝑟 = 𝛼 + (2𝑘 − 1)𝛽 +

4𝑘 − 3𝑥 − 5 = (𝑘 − 1)𝑎∗ + 𝑛 + 𝑘 − 5 − 2𝑥。𝑘 − 𝑟∗ + 1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑘 − 1, (𝑘 − 1)𝑎∗ + 𝑛 −

𝑘 − 3 ≤ 𝑟 ≤ (𝑘 − 1)𝑎∗ + 𝑛 + 2𝑟∗ − 𝑘 − 7。又当𝑟′ > 1, 𝑎∗ = [
𝑛

𝑘
] , 𝑟′ = 𝑟∗，(𝑘 − 1)𝑎∗ +

𝑛 + 2𝑟∗ − 𝑘 − 7 = (𝑘 − 1) [
𝑛

𝑘
] + 𝑛 + 2𝑟′ − 𝑘 − 7 =；当 𝑟′ ≤ 1, 𝑎∗ = [

𝑛

𝑘
] − 1, 𝑟∗ = 𝑟′ + 𝑘，

(𝑘 − 1)𝑎∗ + 𝑛 + 2𝑟∗ − 𝑘 − 7 = (𝑘 − 1) [
𝑛

𝑘
] + 𝑛 − 2𝑘 − 6 + 2(𝑟′ + 𝑘) = (𝑘 − 1) [

𝑛

𝑘
] + 𝑛 +

2𝑟′ − 6。又(𝑘 − 1)𝑎∗ + 𝑛 − 𝑘 − 3 − 2 ≤ (𝑘 − 1)[
𝑛

𝑘
] + 𝑛 − 6，所以[𝑛 − 4𝑘 −

4, (𝑘 − 1)[
𝑛

𝑘
] + 𝑛 − 6]可以扩展为[𝑛 − 4𝑘 − 4, (𝑘 − 1)[

𝑛

𝑘
] + 𝑛 + 𝜙(𝑟′)]，其中 

𝜙(𝑟′) = {

2𝑟′ − 6               (𝑟′ ≤ 1)

−6              (2 ≤ 𝑟′ <
𝑘+1

2
)

2𝑟′ − 𝑘 − 7      (𝑟′ ≥
𝑘+1

2
)

。 

结合(𝐶2𝑏)：当𝑘, 𝑛, 𝑟均为奇数， 𝑟可以取[𝑘 − 2,
2𝑘−1

𝑘
𝑛 − 6𝑘 −

8

𝑘
]中所有奇数。因为

2𝑘−1

𝑘
𝑛 − 6𝑘 −

8

𝑘
≥ 𝑛 − 4𝑘 − 4 − 2 ↔

𝑘−1

𝑘
𝑛 ≥ 2𝑘 − 6 +

8

𝑘
↔ 𝑛 ≥

2𝑘2−6𝑘+8

𝑘−1
= 2𝑘 − 4 +

4

𝑘−1
,

当𝑘 ≥ 3，其充分条件为𝑛 ≥ 2𝑘 − 2，又𝑛 ≥ 2𝑘 + 1，所以必然成立。[𝑘 − 2,
2𝑘−1

𝑘
𝑛 −
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6𝑘 −
8

𝑘
]和[𝑛 − 4𝑘 − 4, (𝑘 − 1)[

𝑛

𝑘
] + 𝑛 + 𝜙(𝑟′)]可以合并： 

当𝑛, 𝑘均为奇数，𝑟可以取[𝑘 − 2, (𝑘 − 1)[
𝑛

𝑘
] + 𝑛 + 𝜙(𝑟′)]中所有奇数。 

 

    由𝑃8，𝑘为奇数时，偏差度最大值为
2𝑘−1

𝑘
𝑛 − 3 +

1

𝑘
，其与(𝑘 − 1)[

𝑛

𝑘
] + 𝑛 + 𝜙(𝑟′)的

差为(𝑘 − 1) {
𝑛

𝑘
} − 𝜙(𝑟′) − 3 +

1

𝑘
<

𝑘

2
+ 4（𝑟′ =

𝑘+1

2
时左侧最大）。已经非常接近。现在

我们继续找最小的奇圈。 
 

 
图27 几字型原生圈 

 

   上图27是一个几字型原生圈，凸构件 E 仅有 1 个。初始外圈长度𝑘 + 1，偏差度2𝑘 −

2。注意凸构件 E 是 1-可扩的，我们假设 F 连续𝛼次 1-扩张(∆𝑟 = 1)，而凹构件 V 连续

𝛽次𝑘-扩张(∆𝑟 = 2𝑘 − 1)，得到方程如下： 

{
𝛼 + (2𝑘 − 1)𝛽 + 2𝑘 − 2 = 𝑟    − − − − − − −−(𝐾7)
𝛼 + 𝑘𝛽 + 𝑘 + 1 = 𝑛   − − − − − − −−−−−−(𝐾8)

 

这种其况下当𝑟′ > 0，𝛼 = 𝑟′ − 1时，𝑟最得最大值(𝑘 − 1) [
𝑛

𝑘
] + 𝑛 − 2，而次大值

小于等于(𝑘 − 1)[
𝑛

𝑘
] + 𝑛 + 2𝑟′ − 𝜙(𝑟′)。而𝑟’ = 0时，所有圈长都小于等于(𝑘 − 1)[

𝑛

𝑘
] +

𝑛 + 2𝑟′ − 𝜙(𝑟′)。当𝑟′ <
𝑘+1

2
时−2 = 𝜙(𝑟′) + 4(𝑟′ ≠ 1)或 2(𝑟′ = 1)，而除此之外，都

有−2 ≤ 𝜙(𝑟′)。 

 
图28 又字型原生圈 

     上图28是一个又字型原生圈，凸构件 F 仅有 1 个。初始外圈长度𝑘 − 𝑥，偏差度

2𝑘 − 2𝑥 − 2。我们假设凹构件 V 连续𝛽次𝑘-扩张(∆𝑟 = 2𝑘 − 1)，得到方程如下： 

{
(2𝑘 − 1)𝛽 + 2𝑘 − 2𝑥 − 2 = 𝑟    − − − − − − − −(𝐾9)
𝑘𝛽 + 𝑘 − 𝑥 = 𝑛   − − − − − − −−−−−−−−(𝐾10)

 

这种其况下当𝑟′ > 0，𝑥 = 𝑘 − 𝑟′时，𝑟最得最大值(𝑘 − 1) [
𝑛

𝑘
] + 𝑛 + 2𝑟′ − 𝑘 − 3，

而次大值小于等于(𝑘 − 1)[
𝑛

𝑘
] + 𝑛 + 𝜙(𝑟′)。当𝑟′ ≥

𝑘+1

2
时2𝑟′ − 𝑘 − 3 = 𝜙(𝑟′) + 4，而除

此之外，都有2𝑟′ − 𝑘 − 3 ≤ 𝜙(𝑟′)。 
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最后当𝑟’ = 0，𝑛, 𝑘均为奇数，内圈长度
𝑛

𝑘
为奇数。所以综合有(𝐶4𝑏)： 

当𝑛, 𝑘均为奇数，当𝑟′ > 1， 𝑟可以取集合{[𝑘 − 2, (𝑘 − 1) [
𝑛

𝑘
] + 𝑛 + 𝜙(𝑟′)] , (𝑘 −

1) [
𝑛

𝑘
] + 𝑛 + 𝜙(𝑟′) + 4}中所有奇数；当𝑟′ = 1， 𝑟可以取[𝑘 − 2, (𝑘 − 1) [

𝑛

𝑘
] + 𝑛 − 2]中

所有奇数；当𝑟′ = 0， 𝑟可以取{[𝑘 − 2, (𝑘 − 1) [
𝑛

𝑘
] + 𝑛 − 6] , (𝑘 − 1) [

𝑛

𝑘
] + 𝑛}中所有奇数。 

 

   至此，我们已经完全证明了定理 2。 

       𝑘 = 1,3的时候有一定特殊性，可以进行更细致的分析，发现其圈长分布达到了𝑘为

奇数时的理论最大可能，作为定理 2 的特例，我们有 

定理 4. 𝑘 = 1,3时，𝐺 = 𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)的圈长分布如下： 

3) 𝑘 = 1或 3 时，当𝑛为偶数，𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)是二部图，且具有弱偶泛圈性，即从𝑔(𝐺)到

𝑐(𝐺)的圈长的偶圈都存在； 

4) 𝑘 = 1或 3 时，当𝑛为奇数，𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)的圈长从𝑔(𝐺)到𝑐(𝐺)的偶圈都存在；而圈长为

属于{
𝑛

𝑘
, [
𝑛−1

𝑘
+ 3]~2𝑛 − 1}的奇数的圈也都有，除此之外不存在其它奇数长度的圈。 

 

六、总结和展望 
 

从准备选题到这篇论文完稿，历时将近 3 个月，其中艰辛和乐趣都不足为外人道。

非常感谢我的指导老师给我提供的帮助，从毫无头绪到灵感突现中，从一些直观的土

办法到严密的理论证明，我切实体会到了，找到一个合适自己的问题和参考前人的成

果的重要性，并且在不断改进本文的过程中得到了很大提高。 

本文彻底解决了𝐺 = 𝐺𝑃(𝑛, 𝑘), 𝑘 = 2,2𝑡 + 1(𝑡 ≥ 0)时的圈长分布，并且发现，当𝑘

为奇数，𝑛为偶数时，只要𝑛大于一个𝑘2量级的数，𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)就具有弱偶泛圈性，而

𝐺𝑃(𝑛, 2)也很接近于有弱泛圈性。对于𝑘大于 2 的偶数，我们尚没有研究出明确的结论。

但是我们有理由猜想： 

 

猜想 1. 当𝑘大于 2 的偶数时，只要𝑛和𝑘足够大并且𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)不同构于𝐺𝑃(𝑛, 2𝑡 + 1)，

𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)都具有弱泛圈性。 

 

从我们定义的构件和构件的扩张生成新圈的方法看，随着𝑘的增大，原生圈的数量

也将越来越多，构件的选择也更加多样化，所以我们有理由相信随着𝑘的增大，

𝐺𝑃(𝑛, 𝑘)的圈长分布越来越稠密，甚至当𝑘足够大，就会出现弱(偶)泛圈性。 

但是随着𝑘的增大，原生圈的结构复杂度急剧增大，我们的思路是仅从其一个真子

集开始扩张，看能否产生泛圈。例如从哈密尔顿圈开始，或者从偏差度＝1 的圈开始，

如果还不能覆盖围长～周长的所有整数(偶数)，那么我们就从轮辐边下标满足特定的

模𝑘的余数分布的组合开始，例如模𝑘的各个余数都是偶数个的。如果仍然不能覆盖围

长～周长的所有整数(偶整数)，那么我们就要从数论角度分析，尝试证明某些圈长是

不可能出现的。这些都是接下来我们要做的工作。 
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